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Was sind Kategorien?

Kategorien sind Ansammlungen von Objekten zusammen
mit Morphismen zwischen ihnen.

Kategorie Objekte Morphismen

Set Mengen Abbildungen

Vect Vektorraume lineare Abbildungen
Hask Haskell-Typen Haskell-Funktionen
Pkmn Pokémon Entwicklungsprozesse
Cob Mannigfaltigkeiten ~Kobordismen

Kategorientheorie stellt Beziehungen zwischen Objekten
statt etwaiger innerer Struktur in den Vordergrund.
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Cob Mannigfaltigkeiten ~Kobordismen

Kategorientheorie stellt Beziehungen zwischen Objekten
statt etwaiger innerer Struktur in den Vordergrund.

Ein Objekt T ist genau dann terminal, wenn es fiir jedes
Objekt X genau einen Morphismus X — T gibt.
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Was sind Kategorien? Dualitdt Anwendungen

Kategorielle Dualitat
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Anwendungen von Kategorientheorie

m Untersuchung von Dualitat
m Systematische Sprache als Geriist zum Denken
m Leitfaden, um richtige Definitionen zu formulieren
m Triviales wird trivialerweise trivial:
Allgemeiner abstrakter Nonsens
m Konzeptionelle Vereinheitlichung:
Limiten, Kolimiten, adjungierte Funktoren
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Was sind Elementartopoi?

Elementartopoi sind Kategorien mit so guten Eigenschaften,
dass man ,in ihnen Mathe machen kann®. Sie miissen besitzen:
m endliche Limiten: etwa X x Y und {x € X | f(x) = g(x)}
m interne Hom-Objekte
m einen Unterobjektklassifizierer: etwa {2 = {0, 1}

Beispiele:
m Set, die Kategorie der Mengen
m FinSet, die Kategorie der endlichen Mengen
m Set?, die Kategorie der Mengenpaare
m Sh(X), die Kategorie der Garben tiber einem Raum X
m Eff(M), der effektive Topos zu einem Rechenmodell M
m Der Bohrtopos zu einem quantenmechanischem System A
m Godels und Cohens Topoi
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Topoi als Kategorien von Garben

Sei X ein Raum (R", metrischer Raum, topologischer Raum,
Ortlichkeit, Situs, Topos).

Eine Garbe iiber X ist eine stetige Ansammlung von
Mengen, je eine fiir jeden Punkt von X. Wir stellen uns Garben
als veranderliche Mengen vor.

Raum X Kategorie der Garben iiber X

{O} Set

{0,9}  Set?

(N,>)  Kategorie der zeitabhangigen Mengen

Ring®®  Kategorie der Schemata (und allgemeinerer Rdume)
Man Kategorie von mit Mnf. sondierbaren Rdumen
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Die Garbe der Kontinente

Borneo

New Guinea

- Greenland -

- Australia -

Africa -

Continents - °
Antarctica

Asia -

Europe -

North America

South America

Looseness about Size Requirements
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Die Garbe der Kontinente

Antarctica

Africa

Eurasfrica

Continents Europe -
Eurasia

Asia

North America \

America
South America

Consideration of Land Bridges
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Topoi als Raume

Wie bei konventionellen Rdumen gibt es Konzepte wie
m Punkt eines Topos,
m offener Teil eines Topos,
m Untertopos,
m Garbe iiber einem Topos (und ihre Kohomologie) und
m stetige Abbildung zwischen Topoi.
Dabei stellen wir uns Sh(X) grafisch wie X vor.

m Der Funktor X — Sh(X) ist beinahe volltreu.
m Auch punktlose Topoi konnen nichttrivial sein:
Topos der zufalligen 0/1-Folgen,
Topos der Surjektionen N — R
m Topoi konnen riesig sein: Topos aller Gruppen
m Historische Motivation: der étale Topos eines Schemas
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Topoi als Alternativuniversen

Jeder Topos kommt mit einer internen Sprache und lasst sich
daher als Alternativuniversum, in dem nicht unbedingt die
iiblichen Gesetze der Logik gelten, auffassen.

Topos £  Bedeutung von ,& = ¢

Set Die Aussage ¢ stimmt im tiblichen Sinn.
Sh(X) Die Aussage ¢ stimmt auf ganz X.
Sh(N,>) Die Aussage ¢ stimmt zu jeder Zeit.
Eff(M)  Es gibt einen berechenbaren Zeugen fur .

Die Lingua franca aller Topoi ist konstruktive Mathematik:
m kein Axiom vom ausgeschlossenen Dritten: ¢ V —p

m kein Axiom der Doppelnegationselimination: ——p = ¢
m kein Auswahlaxiom
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Konstruktive Mathematik?

Eine Zahl heifit genau dann rational, wenn sie sich als Bruch
zweier ganzer Zahlen schreiben lésst.

Satz. Es gibt irrationale Zahlen x und y sodass x” rational ist.

11/15



Kat. Def. als Garbenkat. als Rdume als Universen als Theorien

Beispiele
In Godels Topos gilt:
Es gibt keine Zwischenstufe zwischen N und R.

In Cohens Topos gilt:
Es gibt eine Zwischenstufe zwischen N und R.
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In Godels Topos gilt:
Es gibt keine Zwischenstufe zwischen N und R.

In Cohens Topos gilt:
Es gibt eine Zwischenstufe zwischen N und R.

Im glatten Topos gilt:
Es gibt infinitesimale Zahlen ¢ mit ¢* = 0, aber & # 0.

Im effektiven Topos gilt:
Jede Funktion N — N ist durch ein Programm berechenbar.

Im Zariski-Topos gilt:
Jede Funktion R — R ist ein Polynom.
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Operationen mit Topoi

m Jeder Topos besitzt einen kleinsten dichten Untertopos.
Dieser ist stets boolsch.

m Jeder Topos wird von einem boolschen Topos iiberdeckt.

m Ist A ein Objekt eines Topos &, so enthalt der
Scheibentopos £/A ein generisches Element von A.

m Ist ¢ eine Aussage der internen Sprache eines Topos &, so
ist £/[] der grofite offene Untertopos, auf dem ¢ gilt.

m Unter gewissen Bedingungen kann man kiinstliche
Injektionen und Surjektionen zu Topoi hinzufiigen.

m Ist K ein Korper in einem Topos &, so lebt der separable
Abschluss von K in einem gewissen anderem Topos.
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Topoi als Theorien

Zu jeder geometrischen Theorie T gibt es den Topos Set[T]
der Modelle von T. Beispiele:
m Topos der Gruppen
m Topos der Ringe und sein Untertopos der lokalen Ringe
m Topos der Mengen

m Topos der Intervalle (>~ sSet)

In Set[T] lebt das generische Modell von T.

m Jedes Modell von T ist Riickzug des generischen Modells
und erbt all dessen geometrische Eigenschaften.

= Quotiententheorien fithren zu Untertopoi.
m Jeder Topos ist der Topos der Modelle einer Theorie.

m Verschiedene Theorien konnen dquivalente Topoi geben!

14/15



Kat. Def. als Garbenkat. als Rdume als Universen als Theorien

Wieso sich mit Topoi befassen?

Weil sie ...
m existieren,
m einen Beitrag zur Philosophie der Mathematik leisten,
m das Studium kurioser Traumaxiome ermoglichen,
m gewisse Konzepte vergegenstindlichen kénnen,

m ein flexibleres Raumkonzept bieten,

m Querverbindungen innerhalb der Mathematik herstellen und
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