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0. Recap

Definition 0.1 — RING

Ein (kommutativer) Ring (mit Einselement) ist eine Menge zusammen mit zwei bindren Operationen +, -,

derart, dass:

e (R,+) ist eine abelsche Gruppe
e (R,-) ist eine kommutative Halbgruppe

e die Dsitributivgesetze:
a(z+y) =ax + ay
(z+y)z =2z +y2)

Definition 0.2 — INTEGRITATSBEREICH

Ein Integritétsbereich ist ein Ring ohne Nullteiler. AlsoVr,y € R:x-y=0=2=0Vy =0

Definition 0.3 — KORPER

Ein Korper ist ein Ring der Art, dass
1. 1#0

2.VzeK:2# 0=z iax =27tz =1
Bemerkung: Korper sind Integritétsbereiche.

Definition 0.4 — CHARAKTERISTIK

. S .. . Z?:1 1 n>=0
Sei R ein nicht trivialer Ring (0 # 1). ¢ : Z — R,z —
—> " ;1 ansonsten

Dann ist ¢ ein Ringhomomorphismus.

Fiir den Kern von ¢ (Ker(y)) gibt es zwei Moglichkeiten.

1. Ker(p) = {0},p =0

2. Ker(p) # {0}. Dann gibt es ein kleinstes echt positives Element p € Ker(yp).

R hat dann Charakteristik p (Char(R) = p). Falls R ein Integritaetsbereich ist, dann ist p eine Primzahl.

Beispiele:
Z/nZ = {0,...,n} hat Charakteristik n.

Insbesondere enthiilt jeder Kérper mit Charakteristik p eine ”Kopie” von Z/mZ:

injectiv
<~

k hat Charakteristik p = Z/pZ K.

Hier ist Z/pZ ein Korper:

a € Z/pZ\ {0} = es ist a mit p teilerfremd. 1 =a-b+p-m=1=a-b.

Definition 0.5 — POLYNOMRING

Sei K ein Koérper. Der Polynomring K [T in einer Variable R iiber K ist die Menge formeller Summen der

Form:

=" a-T\,neN



Der Grad von f € K[T] ist definiert als:

Grad(f) := maz(mlm < n A a,, #0)

Grad(0) := -1

Falls Grad(f) = n und n = 1 heifit das Polynom normiert.

Die Summe und das Produkt von Polynomen sind definiert als:
S 0T + b T i P (o) T

S gai Tt Z;‘n:o b;T7 = Z:roj =cxTk ), =Y, +j = kab;

Bemerkung: K[T] ist ein Integrititsbereich.

Korollar 0.6

Es seien f, g beide # 0
= Grad(f - g) = Grad(f) + Grad(g) = f-g#0
Grad(f + g) < maz(Grad(f), Grad(g))

Satz 0.7 — DIVISION MIT REST

Gegeben f,g € K[T],Grad(g) > 0. Dann existieren eindeutige Polynome g, r, so dass f = g¢ + r, wobei
Grad(r) < Grad(g).

Beweis: FEindeutigkeit: Angenommen f=g-q+r=g-¢ +1',q# ¢ Vr#£r.

= g(qg—¢) =r'—r = Grad(r'—r) = max(Grad(r'), Grad(r)) < Grad(g) = Grad(g(¢—¢')) = Widerspruch
= g = ¢ = r = r’ Existenz: Induktion auf Grad(f)

Grad(f)=0=f=g-0+f

Grad(f)=n+1

Grad(f) < Grad(g) =m= f=g-0+ f

OBdA. n+1 = Grad(f) > Grad(g) =m >0

f=ansr - TP+ f,Grad(f) < n,anp1 #0

Sei f'=f—blan TP g = Grad(f') <nla: f'=g-q¢ +r',Grad(r') < Grad(g)
ff=f=-b=blanTn+1-—m-g= f=gb an T"T " +¢) + 1" = Grad(r') < Grad(g) O

Definition 0.8 — PoryNoMm TEILT

fy9,q € K[T], Grad(g) >0
gteilt f=glfef=g-q

Definition 0.9 — NULLSTELLEN VON POLYNOMEN

f € K[T] besizt eine Nullstelle A € K gdw. (T'— \)|; < f(A) =0.
f ldsst sich dann schreiben als f = (T'— A)g + 7.

Lemma 0.10
f e K[t], f #0,Grad(f) = n = { besitzt héchstens n Nullstellen in k.

Beweis:

n=>0 :>f:a07a07é0



n > 0 Falls f keine Nullstellen in K besitzt = ok!
Somnst, sei A € K eine Nullstelle von f. f = (T'— \) - ¢g,Grad(g) =n—1<n
[.A besitzt g hochstens n - 1 Nullstellen. Jede Nullstelle von f ist entweder A oder eine Nullstelle von
g. = f hat hochstens n Nullstellen.

Definition 0.11 - VIELFACHHEIT EINER NULLSTELLE

f € KIT), f #0,\ € K Nullstelle von f = f = (T — \)5> . g, g(\ # 0. K, ist die Vielfacheit der Nullstelle
Adn f.

Definition 0.12

Ein Korper heifit algebraisch abgeschlossen, falls jedes Polynom iiber K positiven Grades eine Nullstelle
besitzt.

Beispiele Ist R algebraisch abgeschlossen? Nein: 72 + 1.

Bem.: C ist algebraisch abgeschlossen.

Bemerkung: Jeder algebraisch abgeschlossene Korper muss unendlich sein. Sei K = {Ay,... A\ }, f = (T —
Aoy (T = X)) + 1.

Lemma 0.13

K ist genau dann algebraisch abgeschlossen, wenn jedes Polynom positiven Grades in lineare Faktoren
zerfillt.

f=TM)...(T=X\p).

Beweis:

< trivial

= Grad(f)=n>0:>f:(T—)\1)-g,Grad(g)§n—1<n1':'>4'f:c(T—)\1)...(T—)\n)

Definition 0.14 — VEKTORRAUM

Vektorraum V iiber K ist eine abelsche Gruppe (V, 4,0y ) zusammen mit einer Verkniipfung K x V — V
(A, v) = Av die die folgenden Bedingungen erfiillt:

1. Av+w) =+ Iw

: A(u()) = (A

3. A+ p)v=A+ v

[\

4. lpv =

Definition 0.15 — UNTERVEKTORRAUM

Ein Untervektorraum U C V ist eine Untergruppe, welche unter der Skalarmultiplikation abgeschlossen ist.



Bemerkung: {U,;}ic; Untervektorriume von V = ()._;U; ist Untervektorraum. Insb. gebenen M C V

i€l
existiert span(M) =< M >= der kleinste Unterraum von V, der M enthélt.
span(M) = >0 Aim;, m; € M, \; € K,n €N

M ist ein Erzeugendensystem fiir span(M)

AuBlerdem gilt:

Ziel Ui = Span(UieI U;)
My C My = span(M;y) C span(Ma)
Definition 0.16 — LINEARE UNABHANGIGKEIT

Sei V ein Vektorraum iiber K. Dann gilt vy, ... v, sind linear unabhéngig falls VAy,..., A\, € K : > A\jv; =
AL ==X, =0 M CV ist linear unabhéngig, falls jede endliche Teilmenge von M linear unabhéngig
ist. Aquivalent dazu ist: M ist linear unabhingig, falls kein Element von M sich als Linearkombination der

anderen schreiben ldsst.
Definition 0.17 — BAsIS
Sei B = {v1,...,u,},v; € V. Die folgenden Aussagen sind dquivalent und definieren eine Basis:
1. B ist ein lineare unabhingiges Erzeugendensystem von V
2. Jedes Element von V ldsst sich eindeutig als Linearkombination der Elemente in B schreiben.
3. B ist ein minimales Erzeugendensystem.
4. B ist maximal lineare unabhéangig.

Satz 0.18 — BASISERGANZUNGSSATZ

Sei M C V lineare unabhéngig, dann gilt 3B C V, und B ist eine Basis welche M entilt. Insbesondere hat

jeder Vektorraum eine Basis. ”Je zwei Basen sind in Bijektion”.

Definition 0.19 — DIMENSION

V ist endlichdimensional, falls V eine endliche Basis besitzt. Sonst ist V unendlichdimensional. Fall V
endlichdimensional ist, ist die Dimension von V definert durch:
dim(V') = | B|] mit B beliebeige Basis.

Satz 0.20 — BASISAUSWAHLSATZ

Sei M C V ein Erzeugendensystem von V, dann gilt 3B C M mit B ist eine Basis von V.

Lemma 0.21

Sei U C V ein Unterraum, dann gilt dim(V) < co = dim(U) < oo

Lemma 0.22
Die Dimension ist modular: dim(U; + Us) + dim(U; N Us) = dim(Uy) + dim(Us)

Definition 0.23 — DIREKTES PRODUKT VON VEKTORRAUMEN
V:Ul@UQ<:>V:U1+U2/\U10U2={0}

V =&ieUi &V =3,c; Ui und die Familie ist transversal: {U;}ier — U; N (3¢, Uj) = {0}

Definition 0.24 — KOMPLEMENTAR



Sei U C V ein Unterverktorraum, dann gilt 30 c V:V =U @ U.
U heiBt dann Komplementér zu U.

Beispiele

1 0
K? ist ein K-VR. <0> <1> ist eine Basis.
1 0 1
U = span( <0>) K?% = U @ span( <1>) K’=U@® span(<1>.

Definition 0.25 — LINEARE ABBILDUNGEN

F:V — W ist linear, falls gilt: F(Av + pu) = AF(v) + pF(u)

Definition 0.26 — KERN UND BILD

Ker(F)={veV F(v) =0}
Im(F)={weW|Fv eV :F(V)=uw}

Ker(F) ist ein Untervektorraum von V, Im(F) ist ein Untervektorraum von W.

Lemma 0.27

Falls B eine Basis von V ist, ist F(B) ein Erzeugendensystem von I'm(F). F ist injektiv genau dann wenn
Ker(F) = {0}.

Lemma 0.28

V endlichdimensional: dim(V) = dim(Ker(F)) + dim(Im(F)).
V/Ker(f) = Im(F).

Bemerkung: V, W endlichdimensional, {v1,...,v,} Basis von VV = K" v, — e;.

Definition 0.29 - MATRIX

Sei F': V. — W,dim(V) = n,dim(W) =m,{vy,...,v,} Basis von V, {wy,...,w,} Basis von W.
K"~V 5 W =~ g™ Dadurch wird durch F und die beiden Basen eine Abbildung von K™ nach K™
definiert. Diese Diese Abbildung kann durch eine Matrix A dargestellt werden.

A1

E HA(Al,EAn)
An
F(vy) =321, aijw;
F(v1),...,F(vyn)
ayy ... Qim

ist die mxn Matrix A.

(075 Apm,

Definition 0.30 — RANG EINER MATRIX

Rg(A) = dim(span(Spaltenvektoren)) = dim(span(Zeilenvektoren))
F:V — W linear. Rg(F) = Rg(A) = dim(Im(F)), mit A eine beliebige darstellende Matrix von F.

Satz 0.31 — NORMALFORM

Es seien V, W endlichdimensional. Dann existieren Basen {v1,...v,} von V, {w1,...,w,} von W, so dass



die darstellende Matrix von F der Form o 0 o ist.
0 0 0 0
Beweis: Sei U = Ker(F) und {v,41,...,v,} eine Basis von U. Sei U’ ein Komplement von U in V

=V =U@a®U' Sei {v1,...,v,} eine Basis von U’. B = {vy,...v,} ist eine Basis von V. Im(F) hat
{F(v1),...,F(v)} als Basis.
Z?:l )\iF(Ui) =0= F(Z?:l )\ﬂ}l> =0= Z?:l )\ivi) ceUAN Z?:l )\/Ul) el = Z?:l )\ﬂ}l> =0= X =

... An = 0. Ergéinze {F(v1),..., F(v,)} zueiner Basis B’ = {w1,..., Wy} von W. F(v1),..., F(v), F(Up41),. .-

1 ... 00 ... O
O
0
0 0 0 0

Definition 0.32 — INVERTIERBARKEIT VON MATRIZEN

A € My, «n(K) ist invertierbar, fall es eine Matrix B € M,,x,(K) gibt, so dass A- B = B- A = Id,,. B wird
dann als A~! bezeichnet.
GL(n,k) = Gl (K) = {A € My« (K)invertierbar} ist eine Gruppe.

A € GLig(n)  rg(A) = n (Eine Matrix ist genau dann invertierbar, wenn sie regulér ist).

A b1
Bemerkung: Sei A reguliéir. Dann besitz ein Gleichungssystem der Form A| : | = | . | die Eindeutige
An bn
b1
Losung, A1
bn

Bemerkung: A ist regulir genau dann wenn A sich durch elementare Zeilenoperationen in Id,, iiberfithren
l&sst.

E; ; sei Die Matrix, die an der Stelle ij 1 ist, ansonsten 0.

Elementare Zeilenoperationen sind:

Multiplikation der Zeile i mit A: Id,, +(A — 1) E; ;.

Addieren von A mal der iten Zeilten zur jten: Id, + \E; ;.

Vertauschung der i-ten und j-ten Zeile: Id,, — Ey; — Ej; + Ej; + E; 5

Bemerkung: Das inverse einer Matrix ldsst sich durch nutzen dieser elementaren Zeilenoperationen nach z.B.
dem GauB-Jordan Verfahren errechnen:

( A ‘ Id, ) Zeilenmﬂ’ationen ( Id, A1 >

Die linke Hilfte der Ergebnis Matrix enthélt dann A~!, denn:

B,,...BoBiA=1Id, = B,,...B; =A"1

Definition 0.33 - UBERGANGSMATRIZEN

, F(vn)



Es sei dim(V) = n und {vy,...,v,}, {v],...,v)} Basen von V. Weiterhin sei F : V' — V,v; — v;. Dann
gilt:
S11 s S1im

v = Zij s;5v; und die darstellende Matrix S von F, S = ist regulér.

Definition 0.34

Zwei (mxn) Matrizen A, A’ sind fiquivalent, falls es reglare matrizen T' € GL,(K),s € GL,(K) gibt, so
dass A/ =T"1-A-S.
A, A" € My x,(K) sind dhnlich, fall es S € GL,(K) gibt, so dass A’ =s71-A4.S.

Bemerkung: Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation auf M« (K).

Definition 0.35 — DETERMINANTE

det K™ — K ist eine multilineare alternierende Abildung der Art, dass det(ey,...,e,) = 1.

A€ Mpyxn(K)

A = (a1]ag|...|a)n) = det(ay,ag, ..., a,) = det(A).

A = (aij), det(a;j) = Y sign(m) - Iy ar); mit sign(m) = —1Anzahl der Fehlstéinde von m by - Anzahl von

Faktoren von 7 als Produkt von Transpositionen.

Eigenschaften von Determinanten:

1. det(A- B) = det(A) det(B)

2. A ist genau dann invertierbar, wenn det(A) # 0

3. det(A™1) = det(A)~!
4. det(AT) = det(A)
Bemerkung: Id, + (—1d,) ist nicht invertierbar, also A, B : det(A + B) # det(A) + det(B)

Satz 0.36 — LAPLACESCHER ENTWICKLKUNGSSATS

Sei jg ein Spaltenindex
det(A) = >0 (—1)iIoa,; det(Aj,;) wobei A;

=1 Joi

die Matrix ohne Zeile jo und Spalte i ist.

Satz 0.37 — CRAMERSCHE REGEL

A1 b1

(@1]...lan) = A,A|l | = | ¢ | Falls A regul—ar ist, gibt es eine einzige LOsung zum System: Aj =
An by,

det(ai,..,a;—1,b,0j41,.,0n

det(A)

Definition 0.38 — DETERMINANTE EINES HOMOMORPHISMUS

Sei F':' V — V. det(F) = det(A) woei A eine Darstellungmatrix von F bezgl. einer Baiss {vy,..., v}

Definition 0.39 - ADJUNTE MATRIX

Sei A eine n x n Matrix, dann ist die Adjunte von A
adj(A) = (vij) mit yi; = (1) det(Ay;



Bemerkung: Sei ¢; die j-te Zeile von adj(A). Sei weiterhing a; die i-te Spalte von A.

a1
Vit sV | vdots | = p_i Vikari = D p_q(=1) T ag; det(Aj) Laplacescher Entw. Sate det(ar,...,aj-1,ai,Qj11,...,a0,) =
Anj
det(A) j=1
0 j#i

Angenommen A ist regulér.

adj(A) - A = det(A) - Idy, = F350 =1d, = A7 A= 33 = A7 = A adj(A) = det(A)Id,,

0.1 Diagonalisiserbarkeit

Sei V ein Vektorraum, {U;}*_, Unterriume von V.
V= @i'c:lUi V= Z?:l Ui NU; 0(25:1 Ui) =0
Aquivalent dazu ist, dass jeder Vektor v € V sich eindeutig als Linearkombination von Vektoren U?ZiBj

schreiben l4sst, woebi B; eine Basis von U ist.

Definition 0.40 — EIGENWERTE UND -VEKTOREN

Ein Endomorphismus F : V — V besitzt einen Eigenvektor, falls es ein v € V' \ {0}, so dass F(V)\ - v fiir
ein A € K. Falls F(v) = Av ist A eindeutig bestimmt durch F und v. A ist dann ein Eigenwert von F.

Definition 0.41 — EIGENRAUME

A € K, FV — V Endomorphismus.
V(A) ={v € V|F(v) = Av}, der Eigeneraum zu X is ein UVR.

Bemerkung: X ist ein Eigenwet von F gdw, dim(V(\)) > 1.
Bemerkung: Falls Aj,..., A\, verschiedene Eigenwerte von F = V(\;) N Zf:u# V(X;) = {0}

Definition 0.42 -~ DIAGONALISISERBARKEIT

Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum. F' : V' — V Endomorphismus. Bzw. eine Matrix A : K" — K™.
F ist diagonalisierbar, falls V = @¥_ V('Ib), X verschiedene Eigenwerte von F.

Aquivalent dazu, wenn V eine basis von Eigenwerten von F besitzt. Aquivalent dazu, wenn F beziiglich
A1 0

einer Basis von V die Darstellungsmatrix hat.

0 An
Aquivalentz dazu, fiir Matrizen: A ist diagonalisierbar gdw.es eine regulire Matrix S gibt, soda S~1AS =
A1 0

0 An

Satz 0.43

A€ Myxn(K),A€e K
A ist ein Eigenwert von A gdw. AId,, — A nicht regulér ist. < det(A-Id,, — A) =0

Definition 0.44 - CHARAKTERISTISCHES POLYNOM

Das charakteristische Polynom einer Matrix A € Mypn(K) ist {a(py = det(T - Id, — A)

Bemerkung: X ist ein eigenwert von A < £4(\) =0



Beispiel 0 -1
eispie
P -1 0

T -1
fA(T)ZTQ—Fl:th( )
1T

Bemerkung: A und A’ dhnlich, A’ = s71AS = £4(T) = £4/(T). Insebsondere kénnen wir {iber das charak-
teritische Polynom eines Endomorphismus reden.
A€ Myyn(K), a(T) =T 4+ by 1T 4 -+ + b, wobei by = (—1)"det(A),b,—1 = —Tr(4) = —->"  ay

Korollar 0.45

Ein Endomorphismus F': V — V mit dim(V) = n < oo kann hiochstens n viele Eigenwerte besizten.

Korollar 0.46

F:V — V mit dim(V) = n < co mit verschiedenen Eigenwerten (\q,...,\,) ist diagonalisierbar, gdw.
n= Zle di,d; = dim(V'();)). d; heiBBt geometrische Vielfachheit von A;.

Beweis:

=

F ist diag. gdw. V eine Basis aus Eigenvektoren besitzt, welche aus U'_; B; besteht, |B;| = di = dim(V );),
n=|B| =Y, |Bi

=
n=>d = dim(Zle(V()\i))) =n=V = Zle(V(lbi) da die Eigenrdume tranversal sind, und ein
Vektorraum nur einen UVR der dimension dim(V) hat, sich selbst. O

Definition 0.47 — ALGEBRAISCHE VIELFACHHEIT

Es seien F : V — V ein Endomorphismus, dim(V) = n < oo, A € K Eigenwert = {r(\) = 0.
Dann gilt £x(T) = (T — \)EG(T), G(X\) # 0. k ist die algebraische Vielfachheit von A, bzw. ordy (F).

Bemerkung: ordy(F) > dim(V (X))

Beweis: Sei vy, ..., v eine Basis von V(\). Wir erweitern sie zu einer Basis {vy, ..., Uk, VK 41,...,Un} vON
V. Die Darstellungsmatrix M von F bzwg. B ist dann

{F(v1), -, F(og), Fvks1), F(on)}-
A 0

0 A Cy

0
Wobei Cy € Mat,,—kxk(K).

¢p(T) = det(TIdy — M) = (T — A)* - det(TIdy_ - C1)
= ord)\(F) > K. Wobei det(TId,_j - C1) = 0 sein kann. O

Lemma 0.48

Sei V endlichdimensional, F': V' — V ein Endomorphismus, U ein F-Invarianter Unterraum (F(U) C U).

F' : V/U — V/U ist eine lineare Abbildung, V ~ F(V). F’ ist woldefiniert, linear und es gilt ££(T) =
Ery (T) - Epr(T)



Beweis:

F’ ist wohldefiniert;

1 zﬁgF’(vl)zF(v) n=v=>v1=v+ (v —v),vy —veU

= F(v)) = F(v) 4+ F(v; —v), F(vy —v) € U = F(v,) = F(v)

Restklassen sind linear und F ist linear = F’ ist linear.

Sei {uy,...,u} eine Basis von U. erweitert zu {uy, ..., ug, Vkt1,..., 0, } sei sie eine Basis von V.
Bemerkung: {vii1,...,Un} ist eine Basis von V/U. Bew. Einfach.

Darstellungsmatrix H von F bzgl. B:

U
A Cy
Uk . :
mit A, C7, Cy Matrizen.
Vi1 0 0
: : : 4
. 0 ... 0
A C
¢r(T) = det(TId, — H) = det(TId,, — )
0 Oy
Tidy, — A —C
=det(| " 2 ) = det(Tidy — A) cot det(Tpn — k — C4)
0 Tldn—k - Ol
A ist die Darstellungsmatrix von F|y beziiglich {uy,...,ux} = det(TIdy — A) = &py, (T)
C ist die Darstellungmatrixvon F/ bzg. {vgi1,...,0n}
= det(T Id,,_x —Cl) = EF' (T) O
Satz 0.49

Sei K ein Korper, dim(V) < oo, F : V — V ein Endomorphismus so gilt:
F Diagonalisierbar gdw &p(T) = (T'— A)** ... (T — \,)* in Linearfaktoren zerfillt, wobei fiir jeden Faktor
ALy ooy An T — A gilt ordy, (F) = dim(V (\;)).

Beweis:
=

Sei b = {v1,...,v,} eine Basis von Eigenvektoren. Seien Aj,...\, die verschiedenen Eigenwerte. Ordne
nun B um so dass

Viyeeoy Uy € V() Vdy 41y - - - Vdytds € V(A2)s ooy Vdytoobdr s - - - Vdytooted,, € V(Ar) mit d; = dim(V (\;)).
Die Darstellungsmatrix von F bzgl. B:

(F(v1),...,F(vay),... F(v)
A1

A

Ar
Wobei d; viele \; auf der Diagonale sind
Ep(T) =det(T1d,, —A) = (T — X\)% ... T(=X\)% (T — X2)% ... T(=X\)%*) (A1) # 0 = d; = ordy, (F), da

die \; verschieden sind.

«—
Ep(T) = (T — X)) .. (T = \)%
F ist diag & n=dim(V)=>_d; O

10



Definition 0.50

Eine Matrix A € M, x,(K) ist diagonalisierbar, wenn sie dhnlich zu einer oberen Dreiecksmatrix ist:

air ... A1n
0 Ann
Satz 0.51

F :V — V ist diagonalisierbar gdw. £z (¢) in Linearfaktoren zerfillt £p(T) = (T'— A1) ... (T — \p).

11
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