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Einfiihrung

e Das Wort Algebra stammt aus dem arabischen , al-jabr*

e Allgemein ist Algebra die Lehre der mathematischen Symbole und deren Manipulation

e Lineare Algebra: Insbesondere lineare Gleichungen

Aufbau der Vorlesung

1.

2.

Lineare Gleichungssysteme und der n-dimensionale reellen Raum

Grundlegende Objekte

. Gruppen, Ringe, Korper

Vektorrdume und lineare Abbildungen

. Determinanten

. Eigenwerte und Normalformen

Beispiel: Der Google-Pagerank

Gegeben seien vier Seiten mit Verlinkungen zwischen diesen Seiten. Von einer nicht verlinkten Seite wech-

selt man zufillig auf eine andere Seite. Der User startet an einer zufélligen Stelle und folgt von dort einem

zufilligen Link auf eine andere Seite. Zusétzlich wird immer mit Wahrscheinlichkeit (1 — d), d € [0, 1] auf

eine beliebige Website gewechselt.

Die wichtigste Seite ist nun die, auf welcher ein Benutzer sich mit der héchsten Wahrscheinlichkeit aufhélt.

p(6)) = 1;[d _i_d(p(fz)’p(is))

p(o) = =2 1 (pwo p<65>)

N 37 4

Zur Berechnung von p(d;),j € {1,...,5} gibt es Methoden aus der linearen Algebra.
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0. Lineare Gleichungssysteme und der

n-dimensionale reelle Raum

e Descartes fiihrte , Koordinaten* in der Geometrie ein, also Zahlensysteme. Das fithrte dazu, das man

nun leichter rechnen kann.
e Wir benutzen hier die reellen Zahlen (mit den iiblichen Rechenregeln fiir die Addition):

—(@+y +tz=a+y+2)
- 0+x=2+0=2x
— Es gibt fiir jedes x ein y mit « + y = 0, wir nennen dieses y das additiv Inverse zu z (,—z*).
—rt+ty=y+zx

Und fiir Multiplikation:
- Mz +y)= x+ Ay
- A+ p)z =Xz + px)
= App) = (Ap)p

—le==x

e Weiterhin brauchen wir die natiirlichen Zahlen, also 1,2,3...

0.1 Der R"

Fiir gegebenes n € N definieren wir:

R" ={x = (x1,22,...,2,) : Z1,..., T, € R}
Hierbei ist (x1,...,x,) ein geordnetes n-Tupel, die Reihenfolge beim Vergleich Elemente dieser Art ist
wichtig. Weiterhin gilt:
Yy, ER:x=y < 21 =y1,02 =Y2, ... Tn,=Yn

Wir nennen diese n-Tupel auch Vektoren im R™.

Mit R? bezeichnen wir die Menge {0}, welche nur das Nullelement enthilt. Allgemein iibertragen sich die

Rechenregeln von R. Wir schreiben:

r+y=(r1+y1,. .., T +yn) fiir v,y €R" Vektoraddition
Ar = (Azq,...,Axy) Skalarmultiplikation

Definition — LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Eine lineare Gleichung iiber R ist ein Ausdruck der Form: ajzy + aszs + ... anxz, = B fiir reelle Zahlen
B,a1,...,a, € R. Einen Vektor, £ = (&1,...,£,) € R™ nennen wir LOSUNG, wenn die reellen Zahlen

&, ..., &, eingesetzt in x4, ..., x, die Gleichung erfiillen.



Ein lineares Gleichungssystem G ist ein System der Form

a11xy -+ a12X2 4+ ... + Ainky, = bl
a21%1 + 99X + ... + a9, = by
Am1T1 + Qoo+t ... + AmpTn= by

Die einzelnen Komponenten lassen sich auch zusammenfassen als
n
E ;T4 =b, i€ {1,...,m}
=1

oder, noch kiirzer, in Matrixschreibweise:

Ax =b
Dabei bezeichnet A eine sog. MATRIX mit den Eintrégen a; ;, ¢ € {1,...,m}, j € {1,...,n}, wir schreiben
a1 . A1n
A =
Am1 .- Amn
Az fir © € R™ ist dann eine Kurzform fiir > " | a;jz; mit einem Vektor z = (x1,...,2,) € R™. Das

Ergebnis ist ein Vektor b = (by,...,by,) € R™ fiir eine Matrix A mit m Zeilen und n Spalten.
Der Vektor b heifit rechte Seite des linearen Gleichungssystems, A heifit Koeffizientenmatrix des linearen
Gleichungssystems. Eine Spalte, bzw. Zeile von A kann mit einem Vektor im R™ bzw. im R™ identifiziert

werden. Wir sprechen von Spalten-, bzw. Zeilenvektoren der Matrix A.

Eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten nennen wir m x n - Matrix. Fiir x € R", A eine m x n - Matrix und
B eine | x m - Matrix gilt die Rechenregel BAxz = B(Ax). Ein Gleichungssystem Ax = b heifit homogen,
falls b der Nullvektor (0,...,0) ist und quadratisch fir m = n (eine quadratische Matrix A).

Definition — NORMALFORM

Ein Gleichungssystem Ax = b ist in NORMALFORM, falls A die Gestalt

00 - 0 ajgsr -+ ain
01 0 . 0 a2 k41 te az.n
<0 0 0 azk+1 -+ azn
0 0 O . 1 agk+r -+ arn fiir ein k € Ny
k
0 s 0 0 0
0 0 0 0

annimmt. Beispiele:

Ist in Normalform mit k& = 2.

S O O
o O = O
S O = W



1 0
0 0 Ist in Normalform mit k& = 3.
0 1

o = O

<8 8) Ist in Normalform mit &£ = 0.

Wir nennen k den Rang der Matrix A (bzw. des Gleichungssystems). Es gilt 0 < k < min(m,n).
Ein Gleichungssystem ist genau dann lésbar, wenn gilt: byy1 = bgye = ... = by = 0. In diesem
Fall ldsst sich eine Losung £ € R™ bestimmen, indem man &gyq,...,&, beliebig wihlt, und danach
§i=bi — >0 11058, i € {1,...,n} wihlt. Wir sagen die Losungsmenge ist

n n
L=a (b= Y ay& | b= D ars& | &rnreonbalhrrs o Gn €R
=kl j=ht1

Wir nennen eine solche Menge (n — k)-parametrig.

Beispiel:
1 0 3 1
0 1 4 1
Tr =
0 0 O 0
0 0 O 0
Wihle x3 = 1. Dann folgt daraus xo = —3 und z; = —2.

Lemma 0.1

Sei A eine m x n -Matrix mit Rang k. Dann gilt £ = n genau dann, wenn alle Gleichungssysteme mit A
hochstens eine Losung haben, und k& = m, genau dann, wenn alle Gleichungssysteme mit A l6sbar sind.

Beweis: klar aus der Darstellung.

Definition — ZEILENOPERATIONEN

Eine ZEILENOPERATION macht aus einem Gleichungssystem ein neues Gleichungssystem durch Multipli-
kation der i-ten Zeile mit einer Zahl A € R\ 0 oder durch Addieren des A-fachen der i-ten Zeile zur j-ten
Zeile (i # j). Wir bezeichnen diese Operationen mit Z bzw. Z;;.

1
Die Umkehrung von Z7 ist (Z})~! = Z, die Umkehrung von Zl?:j ist (Zi’\,j)*1 = Zijj)‘.

Bemerkung: Die Zeilenoperationen sind umkehrbar.

Lemma 0.2

Ein Gleichungssystem G’, welches aus einem Gleichungssystem G durch Zeilenoperationen hervorgeht,

besitzt die gleichen Losungen wie G.

Beweis: Fiir Z? : betrachten wir nur die i-te Zeile:
;11 + -+ ap Ty =b;

Nach Z2:
A 121+ - 4 ATy = Ab;

Diese besitzen eindeutig die selbe Losungen &, .. ., &,, ebenso fiir Zi):j. O

Satz 0.3 — (GAUSS-JORDAN-ELIMINATION

Jedes lineare Gleichungssystem lésst sich durch Zeilenoperationen und Vertauschungen von Variablen (d.h.

Vertauschung von Spalten) in Normalform bringen.



Beweis: Wir beweisen dies mittels eines expliziten Algorithmus’ (der Gau$-Jordan-Elimination). Aus

praktischen Griinden schreiben wir unser Gleichungssystem als sogenannte erweiterte Koeflizientenmatrix.

ail a2 - A1n b1

am1 Am2 - Amn bm

Zuniichst vergewissern wir uns, dass wir durch vermehrte Anwendung von Z} I ;Z-I, Z} jund Z;° L die i-te
“9. 9 ’.
und j-te Zeile vertauschen kénnen.

Sei y die i-te Zeile, z die j-te Zeile.

525 (2)5(0) =)
z z+y z+y Y Yy

Schritt 1: Falls alle Koeflizienten a; ; = 0 sind, so ist die Matrix bereits in Normalform, und es ist nichts
mehr zu tun.

Falls es einen von 0 verschiedenen Koeffizienten gibt, so kénnen wir diesen durch Spalten- und Zeilenver-
1

tauschungen in die linke obere Ecke bringen. Damit ist nun a; ; # 0. Nach Zfl‘l gilt a; 1 = 1. Nun wenden

. —a — Qo . . .
wir 21,22’1, s 2y "' und erhalten ag ;1 = -+ = a,,,1 = 0. Die Matrix hat nun die Form
1 a1.2 N ai.n b1
0
0
0 ameo ... Gmn|bnm

Schritt 2: Falls a; ; = 0 fiir 2 <7 < m und 2 < j < n, so ist die Matrix in Normalform fiir k=1 und wir
sind fertig. Falls nicht, so existiert ¢ > 2,j > 2 mit a; ; # 0.

Wir vertauschen die i-te Zeile mit der zweiten Zeile, und die j-te Spalte mit der zweiten Spalte. Damit

1
ist az2 # 0. Nun wenden wir Z;Qj an. Damit ist ag o = 1. Jetzt wenden wir ZQ_;“, .. .,Z;j{“ an und
erhalten die Form:
1 0 a1,3 e al’n b1
0 1 @23 PN a2.n b2
0 0 a3.3 PN a3 .n b3
0 0 ama .. amn | bnm

Wir verwandeln damit der Reihe nach die Spalten der Matrix in Spalten, in welchen nur der Diagonaleintrag
von 0 verschieden ist (dieser Eintrag ist gleich 1). Das Verfahren terminiert, wenn die Matrix in Normalform

ist, oder wenn min(n,m) Schritte vollzogen sind. Auch in diesem Fall ist die Matrix in Normalform. O

Korollar 0.4

Sei A eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten. Weiter sei k& der RANG einer Normalform von A (d.h. ei-
ner Matrix in Normalform, welche aus A durch Zeilenoperationen und Spaltenvertauschungen hervorgeht).
Ein Gleichungssystem mit Matrix A besitzt dann entweder keine Losung, oder ein (n — k)-parametriges
Losungssystem. Es gilt & = n genau dann, wenn jedes Gleichungssystem Ax = b hdchstens eine Losung

besitzt und & = m genau dann, wenn jedes Gleichungssystem Az = b mindestens eine Losung besitzt.

Beweis: Folgt aus Lemma 0.2 und daraus, dass Zeilen-, bzw. Spaltenoperationen die Loésungsmenge
(modulo Variablentausch) nicht &ndern. O



Korollar 0.5

Ein homogenes Gleichungssystem mit weniger Gleichungen als Variablen hat mindestens eine nicht-triviale
Losung.

Beweis: Es gibt fiir homogene Gleichungssysteme immer die triviale Losung. Der Rang der Matrix des
Gleichungssystems in Normalform sei k. Damit existiert ein (n — k)-parametriges Losungssystem, aber

k < min(n,m) < m < (n — 1). Somit existiert mindestens eine weitere Losung. O

Definition 0.6 — LINEARE UNABHANGIGKEIT

Eine Kollektion a1, ..., a, von Vektoren in R™ heifit LINEAR UNABHANGIG, wenn sich keiner der Vektoren
als Linearkombination der anderen Vektoren schreiben lésst.

Bemerkung: Als Linearkombination von aq, ..., a, bezeichnen wir einen Ausdruck der Form
n
aiay + asas + ...+ apa, = g aja; fir op,...,0p €R.
Jj=1

Lemma 0.7

Vektoren aq, ..., a, sind genau dann linear unabhéngig, wenn fiir alle &1,...,&, € R gilt:
Falls &a1+---+&pa, =0, danngilt & =...=§, =0.

Beweis:

L Falls 0 = &ag + -+ + &uan, und oBdA & # 0 so folgt ay = >0, —%aj. Somit wurde a; als

Linearkombination von as, ..., a, geschrieben.
2. Falls aber oBdA ay = }°7_, Aja; so gilt: 0 = —a; = 37 j = 2", damit ist & (der erste Koeffizient)
von 0 verschieden.

O

Lemma 0.8

Es seien aq,...,a, € R™ linear unabhéngig und es gelte b = Aja1 + ... + Apan, mit A\q,..., A, € R. Dann
ist diese Linearkombination eindeutig.

Beweis: Es sei auch b = pja1 + - - + ppa,. Fiir Eindeutigkeit ist nun zu zeigen, dass p; = A\;, 1 <@ < n.
Wir ziehen die Gleichungen voneinander ab, und erhalten:

b—b= (M —p1)ar + ...+ (A — ptin)an

<~ O:(Al—ul)al—&—...—i—()\n—un)an

Mit Lemma 0.7 folgt die Aussage. O

Satz 0.9 — KONSISTENZ DES RANGES

Wenn man ein Gleichungssystem durch Zeilenoperationen und Spaltenvertauschungen auf Normalform
bringt, so erhdlt man immer denselben Rang.

Bemerkung: Man kann damit vom Rang eines Gleichungssystems (bzw. einer Matrix) sprechen, auch wenn
dieses nicht in Normalform ist.

Bemerkung: Ein einzelner Vektor a gilt als linear unabhéngig, solange a # 0. Die leere Kollektion von
Vektoren (n = 0) bezeichnen wir ebenfalls als linear unabhéngig.



Vor dem Beweis des Satzes 0.9 noch ein paar Feststellungen:

1. Die Tatsache, dass (&1,...,&,) Losung eines linearen Gleichungssystems ist, lidsst sich als lineare
Abhéngigkeit £&1a1+. . .+&a, = b ausdriicken, wobei a; eine Spalte der Matrix des Gleichungssystems

1st.

2. Ist das Gleichungssystem in Normalform, so sind die ersten k Spaltenvektoren linear unabhéngig. Die

folgenden n — k Spaltenvektoren lassen sich aber als Linearkombination der ersten k£ darstellen, also

Argar + ..o+ e =a; furk<i<mmit Ay ; = a1 ,,...

3. Falls das Gleichungssystem losbar ist, kann man dank & a1 + ... + §pa, = b auch b als solche

Linearkombination schreiben. Wegen Lemma 0.8 sind diese Linearkombinationen auch eindeutig.

Beweis: Wir bemerken zuniichst, dass Zeilenoperationen und Spaltenvertauschung die Anzahl linear
unabhéingiger Spaltenvektoren nicht dndern. Wir {iberlegen uns nun, dass der Rang eines linearen Glei-

chungssystems nichts anderes als die maximale Anzahl linear unabhéngiger Spaltenvektoren der Matrix ist.

Die ersten k Spalten sind linear unabhéngig, da die Matrix in Normalform ist. Seien also a;,,...,a;, .,

beliebige Spaltenvektoren der Matrix des Gleichungssystems. Nachdem in diesen Vektoren alle Eintrége ab

dem k + 1-ten Eintrag 0 sind, hat das Gleichungssystem
1'1(11'1 4+ 4 $k+1aik+l = 0

nur k mogliche Gleichungen. (Die Zeilen k + 1 bis m in diesem Gleichungssystem sind 0 = 0)
Nach Korollar 0.5 hat dieses homogene Gleichungssystem mit k Gleichungen und k + 1 Unbekannten aber

mindestens eine nicht triviale Losung. Die Vektoren a;,, . ..a;,,, sind somit nicht linear unabhéngig. [

Korollar 0.10

Wird ein Gleichungssystem nur durch Zeilenoperationen (also ohne Variablentausch) auf Normalform ge-
bracht, so ist die Matrix, die man erhélt, immer die gleiche. Falls das Gleichungssystem losbar ist, so ist

auch das erhaltene b immer das gleiche.

0.2 Ein wenig euklidische Geometrie

0.2.1 Geraden und Ebenen
Definition 0.11 - GERADEN

1. Sei v # 0 ein Vektor in R™. Mit Rov bezeichnen wir die Menge an Vektoren in R"der Form Rv = {\v :
A € R}

2. Sei a € R™",v € R",v # 0. Als (affine) GERADE bezeichnen wir die Menge der Vektoren der Form
g={a+w: A eR}=a+Rv

Bemerkung: Der RICHTUNGSRAUM Rv einer Geraden g ist durch diese eindeutig bestimmt als Menge der

Differenzen x — y aus Vektoren in g.

Lemma 0.12

Zwei Geraden a + Rv, b + Rw sind genau dann gleich, wenn gilt Rv = Rw und a — b € Rw.



Beweis: Sei also x = a+Rv, d.h. £ = a+ A fiir ein A € R. Nach Annahme gilt Rv = Rw. Damit existiert
ein 1 € R mit Av = pw und somit z = a + pw. Weiterhin haben wir nach Annahme, dass a — b € Rv, also
existiert ein £ € R mit a — b = {w, also x = a — (@ — b) + w + pw und somit z = b+ (£ + p)w. Es ist also
x € b+ Ruw.

Die Umkehrung, also die Behauptung, dass sich ein Punkt y € b + Rw auch als Punkt in a + Rv schreiben
ldsst, folgt analog. O

Lemma 0.13

Durch zwei verschiedene Punkte in R"geht genau eine Gerade.

Beweis: Ubung

Definition 0.14 — PARALLELITAT

Zwei Geraden heiflen PARALLEL, wenn sie die gleichen Richtungsrdume haben.

Definition 0.15 — EBENEN

Eine (affine) EBENE ist eine Menge der Form a + Rv 4+ Rw fiir linear unabhiingige Vektoren v, w.
Bemerkung: Auch hier gilt, das der Raum Rv 4+ Rw eindeutig bestimmt ist als Menge aller Differenzen

von Punkten in der Ebene.

Lemma 0.16

Zwei nicht-parallele Geraden, die in einer Ebene liegen, schneiden sich.

Beweis: Es sei E = ¢+ Rv; + Ruy eine Ebene, g1 = a1 + Rby, go = ag + Rbs zwei Geraden in E.

Wir suchen &, &, so dass a1 + §wi = ag + &uws. Nun schreiben wir a; = ¢ + p1,v1 + B2,;v2 und
w; = 01,01 + ag v fiir i =1, 2.

Das fiihrt auf das Gleichungssystem

1,161 — o128 = P11 + P2
—fB21 + P22

042,151 - 042,252

Nachdem g1, g2 nicht parallel sind, sind wy,ws linear unabhéngig. Damit sind aber die Spaltenvektoren

der Matrix (g; :35) ebenfalls linear unabhéngig. Damit besitzt das Gleichungssystem eine Losung (da

k = m) nach Satz 0.9. O

0.2.2 Das Skalarprodukt

Im Folgenden seien a = (ay,...,a,),b = (b1,...,b,) zwei Vektoren in R™.

Definition 0.17 — SKALARPRODUKT

n

Das SKALARPRODUKT von a und b ist definiert als (a,b) = >, a;b;.

Lemma 0.18

Das Skalarprodukt zweier Vektoren a und b in R"ist eine sogenannte symmetrische, positiv definite Bili-

nearform, das heif3t:
1. (a,b) = (b,a) (symmetrisch)
2. (a+b,¢) = (a,c) + (b,c) (linear)

3. (Aa,b) = A(a,b) (linear)



4. (a,a) > 0 (positiv definit)
5. (a,a) = 0 genau dann, wenn a = 0

fiir alle Vektoren a, b, c € R™, alle A € R.

Bemerkung: Aus 1. und 2. folgt (a,b+ ¢ = (a,b) + (a,c) und (a, Ab) = A\(a,b) (Bilinearitét).

Beweis: 1., 2., 3. sind klar aus der Definition. 4. und 5. folgen daraus, dass (a,a) = a? + ...+ a2. O

Definition 0.19 - NORM

Die Norm (oder Lénge) von a ist v/(a,a) = ||a||.

Definition 0.20 - WINKEL ZWISCHEN VEKTOREN

1. Der Winkel « zwischen zwei Vektoren a, b # 0 ist definiert durch 0 < oo < 7 und cos(«)

2. Zwei Vektoren a,b € R™ heiflen orthogonal, falls gilt (a,b) = 0.

Lemma 0.21 - CAUCHY-SCHWARZSCHE UNGLEICHUNG

Es gilt |(a,b)| < |lal| - |[b]]-

Beweis: Es gilt fiir jedes beliebiges A € R: 0 < (a + Ab,a + A\b) = (a,a) + 2(Aa,b) + A\2(b,b). Fiir
2 2

A=l b) ergibt sich 0 < (a,a) — 2(&’3))) + (&’fg) . Fiir b = 0 ist die Aussage des Lemmas klar. Es folgt

(a,0)* < (a,a)(b,b)

O
Bemerkung: Falls a und b linear unabhéngig sind so folgt |(a,b)| < ||al| - ||b]|, denn dann ist a + Ab # 0
(fiir jedes A € R) und die Ungleichung ist strikt (d.h. mit ,,<“).

Lemma 0.22 — DREIECKSUNGLEICHUNG
Es gilt
lla + 0| < lal| + [|b]]-

Beweis: Wir rechnen:

lla+b||* = (a+b,a+b)
= llall* +2(a, b) + [[b]|*
< llall* +2llal| - |[b]| + /]|
= (llall + [1bl[)*

Korollar 0.23 — METRIK

Der R™ mit dem Abstand d(z, y) = ||z—y]| ist ein sogenannter METRISCHER RAUM. Das bedeutet folgendes:
1. d(z,y) > (Positivitit)
2. d(z,y) = r=y (Positivitét)
3. d(z,y) = d(y, v) (Symmetric)
4. d(z,z) <d(z,y) +d(y, ) (Dreiecksungleichung)

fiir alle z,y, z € R™. Wir nennen d einen Abstand.

10



1. Grundlegende Objekte

1.1 Elementare Aussagenlogik

Aussagen (in der Mathematik) sind sprachliche Gebilde, welche entweder wahr (w) oder falsch (f) sind.
Darstellung mittels Wahrheitstabelle:

Beispiele:

Aussage ‘

A: Es sind am 2.11.2017 mehr als fiinf Personen im Horsaal Rundbau | w
B: Der Dozent der LA in FR im WS 17/18 heiit Peter f

Definition 1.1 - LOGISCHE OPERATOREN

A, B seien Aussagen.

1. ,—A“, oder ,nicht A“ ist die Negation von A

Al -A
w | f
fl w

2. Junktoren:
AV B, ,A oder B* ist wahr, wenn mindestens eine der Aussagen A, B wahr ist.
ANB, ,Aund B“ ist wahr, wenn beide Aussagen A, B wahr sind.

A|B|AvB | ANB

w w w
w w f
f w f
f f f

3. Implikationen:
A = B ist wahr, wenn A die Aussage B impliziert.
A <= B ist wahr, wenn A genau dann wahr ist, wenn B wahr ist.

A|B|A= B|A =B

w | w w w
flw w f
w | f f f
Fr w w

Beispiel: Sei G ein lineares Gleichungssystem mit m Zeilen, n Spalten und Grad k. Dann gilt

k=n = Losung immer eindeutig.
A = B

Um die Aussage A = B zu zeigen, kénnen wir annehmen, das A wahr ist und miissen folgern, das B

ebenfalls wahr ist.

Bemerkung: De Morgansche Gesetze
1. ("Av-B)=-(AAB)

2. (AA-B) = ~(AVB)

11



1.2 Mengen und Abbildungen

Problem: Der Begriff der Menge ist sehr schwer zu definieren (Vgl. Russelsche Antinomie). Endliche Mengen
kann man durch Auflistung aller Elemente angeben, z.B. X = {x1,x9,x3}. x1, 22, 3 heilen dann Elemente

von X und wir schreiben z; € X.

Reihenfolge der Elemente und Mehrfachauflistung sind nicht relevant. Die Méchtigkeit einer Menge ist die
Anzahl paarweise verschiedener Elemente. {1,2,2,3} beispielsweise hat Méchtigkeit 3. Die leere Menge {}
oder () enthilt kein Element.
Definition 1.2 — TEILMENGEN

1. Eine Menge Y heifit TEILMENGE von X, wenn aus € Y immer folgt « € X. Wir schreiben Y C X.

2. Wir sagen X =Y genau dann, wenn X C Y und X DY d.h. zwei Mengen sind gleich, wenn sie die

gleichen Elemente enthalten. (,Extensionalitétsprinzip“)
Bemerkungen:
1. @ € M, fiir jede Menge M
2. M C M, fiir jede Menge M

3. Wenn gilt M C N, aber nicht M = N, dann heifit M ,echte Teilmenge* von N, wir schreiben dann
M C N. (Die ISO-Vorschrift sieht hier C fiir ,,echte Teilmenge“ und C fiir ,, Teilmenge* vor, dies wird
jedoch selten benutzt.)

Die Natiirlichen Zahlen

Die einfachste unendliche Menge ist die der natiirlichen Zahlen
N=1{1,2,3,...},

deren Existenz wir annehmen, zusammen mit den iiblichen Rechenregeln. Die natiirlichen Zahlen geniigen

dem Prinzip der vollstdndigen Induktion. Sei M C N und es gelte:

1.1eM
2. fallsm e M, soist auchn+1€ M

Dann gilt M = N.
Durch Erweiterung von Zahlbereichen kénnen wir aus N auch die ganzen Zahlen Z, die rationalen Zahlen
Q sowie die reellen Zahlen R konstruieren (ebenso die komplexen Zahlen C).

Bemerkung: FEsgit NCZCQCRCC

Teilmengen mit Eigenschaften
Aus einer Menge kénnen wir Teilmengen auswihlen, welche durch bestimme Eigenschaften charakterisiert
werden. Wir schreiben

X' ={z € X : z hat Eigenschaft F}

oder auch
X' = {x € X | z hat Eigenschaft E}.

Definition 1.3 — MENGENOPERATIONEN

Sind X, Y Mengen, so konnen wir bilden:

1. Die VEREINIGUNG X UY, ist die Menge aller Elemente, welche in X oder in Y sind.
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2. Der SCHNITT X NY = {z € X : z € Y}, ist die Menge aller Elemente, die sowohl in X als auch in
Y sind.

3. Fir Y C X schreiben wir X \ 'Y, sprich , X ohne Y*, fiir die Menge {x € X : 2 ¢ Y}. X \'Y heifit
dann KOMPLEMENT.

4. Das KARTESISCHE PRODUKT X x Y ist die Menge aller geordneten Tupel {(z,y):z € X,y € Y}
Beispiele:

1. {1,2,4} n{2,3} = {2}

2. R xR =R?

3. Die Elemente der Menge {1, {1}, 2} sind genau 1,{1},2

Definition 1.4 — ABBILDUNGEN

Seien X, Y Mengen. Als ABBILDUNG von X nach Y bezeichnen wir eine Vorschrift f, welche jedem Element

x € X genau ein Element y € Y zuordnet. Wir schreiben
f: XY, xze f(x).

Definition 1.5 - GLEICHHEIT VON ABBILDUNGEN

Zwei Abbildungen f: X — Y, g: X — Y heiflen GLEICH, wenn fiir alle z € X gilt: f(z) = g(x).

Definition 1.6 — BILD UND URBILD

Sei f: X 2 Y,MCX,NCY

1. Wir schreiben f(M) = {y € Y : es existiert z € M mit f(z) =y} CY BILD von M
2. fFY(N)={zeX: :flx)e N} C X URBILD von N
Beispiele:
X ={1,2,3},Y = {3,4,5,6} X =R,Y =R

f(1)=4,f(2)=5,f(3)=5
e M={1,2}CcX
o f(M)={4,5}CY

o f: X Yo flx) =21

e f([1,2))=[1,4]CY

.« J)=0CY o f71({0}) = {0}

o f(X)={4,5} o fTH{1}) ={-1,1}
o N =1{3,4,5} o f1({=1}) =0

o [HN)={1,2,3}

o f7HD)=10

o ({6} =0

o ({5 ={2,3}

Achtung: f~(N) ist nur definiert fiir Mengen N C Y. Insbesondere ist f~! (zumindest jetzt) keine
Abbildung von Y nach X.

Definition 1.7 — EINSCHRANKUNG VON FUNKTIONEN

Es sei f : X — Y eine Abbildung, M C X. Die EINSCHRANKUNG von f auf M ist die Abbildung
Bemerkung: Der Unterschied zu f ist nur der eingeschrinkte Definitionsbereich.
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Beispiel: f: R = R, x> f(x) = 2%
M =R} ={rcR:2>0}
(flan~H({1}h) = {1}
Definition 1.8 — INJEKTIVITAT, SURJEKTIVITAT, BIJEKTIVITAT
Essei f: X — Y eine Abbildung.

1. f heifit INJEKTIV, falls gilt
(z, @' € X, f(z) = f(a')) = =2

2. f heifit SURJEKTIV, falls gilt
f(X)=Y

3. f heifit BUEKTIV, falls f injektiv und surjektiv ist.

Beispiel: f:R — R,z f(z) = 22 ist nicht injektiv, da f(—1) = f(1),1 # —1. f ist auch nicht surjektiv,
da f(z) > 0. flgs : R; — R ist injektiv, aber nicht surjektiv. s - RS — Ry ist injektiv, und surjektiv,
also bijektiv.

Definition 1.9 - UMKEHRFUNKTIONEN

Es sei f: X — Y bijektiv. Wir schreiben dann f~1!: Y — X, f~!(y) = 2 mit dem eindeutig definierten
x € X, sodass gilt f(z) =y.

Bemerkung: Die Sinnhaftigkeit der Definition 1.9 folgt sofort aus der Definition von Bijektivitét.
Satz 1.10 — EICENSCHAFTEN VON FUNKTIONEN UBER ENDLICHE MENGEN
Sei X eine endliche Menge, so sind fiir f: X — X folgende Aussagen dquivalent:
1. f ist injektiv
2. f ist surjektiv
3. f ist bijektiv
Bemerkung: Fiir nicht endliche Mengen haben wir einfache Gegenbeispiele:

NN z— f(z) =2z

Beweis: X ist eine endliche Menge, wir schreiben X = {z1,...,2,} mit paarweise verschiedenen x;.

i) Wir zeigen zunéchst 1. = 2.. Zu zeigen ist also: Falls f injektiv ist, so ist f auch surjektiv. Dies
wird impliziert durch die Aussage ,Ist f nicht surjektiv, so ist f auch micht injektiv, welche wir

zeigen:

Sei f also nicht surjektiv — also f(X) # X. Damit besteht f(X) aus m < n Elementen. Verteilt
man aber n Elemente in m < n Schubladen, so muss eine Schublade existieren, in der mehr als ein
Element ist. Damit kann f nicht injektiv sein (es existiert x # 2’ mit f(a’) = f(z)).

ii) 2. = 1.: Sei f also nicht injektiv, dann existieren nach Definition z,2" € X, 2’ # = aber f(z) =
f(2'). Damit kann aber f(X) hochstens n — 1 Elemente enthalten und f ist auch nicht surjektiv.

ili) 3. = 1.: trivial nach der Definition der Bijektivitét
iv) 3. = 2.: ebenso

v) 1. = 3.: Aus Injektivitét folgt bereits Surjektivitdt und damit auch Bijektivitat.

14



vi) 2. = 3.: Aus Surjektivitiit folgt bereits Injektivitdt und damit auch Bijektivitét.

Definition 1.11 - KOMPOSITION VON ABBILDUNGEN

Esseien X,Y, Z Mengen, f: X —» Y, g: Y — Z Abbildungen. Dann definiert gof : X — Z 2 — g(f(x)) =
(g o f)(x) die KOMPOSITION von Abbildungen.

Bemerkung: Es gilt Assoziativitit: (hog)o f=ho(go f)fir f: X >Y,g: Y > Z h:Z — A
aber nicht Kommutativitdt, d.h. im Allgemeinen gilt nicht fog=go f fir f: X — X,g: X — X, denn

fRSR fz)=o+1
g:R =R, f(z) =22

ist ein Gegenbeispiel, denn im Allgemeinen gilt nicht, dass (v + 1)? = 22 + 1.

Definition 1.12 - IDENTISCHE ABBILDUNG

Mit Idy : X — X bezeichnen wir die IDENTISCHE ABBILDUNG & +— .

Lemma 1.13 — IDENTITAT UND SURJEKTIVITAT BZW. INJEKTIVITAT

Essei f: X — Y eine Abbildung, X, Y # ). Dann gilt:

1. f ist genau dann injektiv, wenn eine Abbildung g : Y — X existiert, mit go f = Idx
2. f ist genau dann surjektiv, wenn g : Y — X existiert, mit f o g = Idy

3. f ist genau dann bijektiv, falls g : Y — X existiert, so dass sowohl go f =Idx und fog =1Idy. Es
gilt dann g = f~!

Beweis:

1. Sei f injektiv. Dann existiert zu jedem y € f(X) genau ein z € X mit f(z) = y. Wir setzen g(y) = z
fiir ebensolche y = f(z). Nun wihlen wir 2y € X beliebig und setzen g(y') = zo fiir alle ' € f(X).
Dieses g erfiillt die Bedingung.

Sei nun g : Y — X mit go f = Idx. Seien x,2’ € X mit f(x) = f(2/). Es gilt z = Idx(z) =
(9 1)) = 9(f () = 9(f (&) = (g0 f)(a’) = Tdx (') = &' Also st [ injektiv.

2. Sei f surjektiv. Zu jedem y € Y wihlen wir ein € X mit f(z) = y und setzen ¢g(y) = z. Damit gilt
fog=1Idy.
Umgekehrt, sei g : Y — X, so dass fog =1Idy. Sei y € Y, dann gilt y = f(g(y)). Sei 2’ = g(y).
Damit ist y = f(2'),2’ € X und y € f(X). Damit ist f surjektiv.

3. Sei f bijektiv. Die nun definierte Abbildung f~!:Y — X erfiillt die Voraussetzung an g.

Falls aber g existiert mit go f = Id, und f o g = Idy, dann erfiillt g die Voraussetzungen von 1. und
2. und f ist sowohl injektiv als auch surjektiv. Es gilt dann auch g = f~!.

Definition 1.14 — MENGE ALLER ABBILDUNGEN

Seien X, Y Mengen. Mit Abb(X,Y") bezeichnen wir die Menge aller Abbildungen von X nach Y.

Bemerkung: {f € Abb(X,Y): f surjektiv} ist nun ebenfalls definiert.
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Definition 1.15 — MACHTIGKEIT VON MENGEN

Es seien X, Y Mengen. Wir sagen X ist gleichméchtig wie Y, falls eine bijektive Abbildung von X nach

Y existiert.

Bemerkung: Fiir endliche Mengen M gilt #M = m genau dann, wenn M gleichméchtig wie {1,2,...,m}

ist.

Definition 1.16 — POTENZMENGE

Sei M eine Menge. Die Menge aller Teilmengen von M heift POTENZMENGE von M, kurz 2.

Bemerkung: Fiir eine (beliebige nicht notwendigerweise bijektive) Abbildung f : X — Y ist f~! eine
Abbildung von 2¥ nach 2.

Satz 1.17 — MACHTIGKEIT VON 2M

Sei M eine endliche Menge mit #M = m, m € NU {0}. Dann gilt #2" = 2™,

Beweis: Fiir m = 0 gilt M = 0 und die Aussage ist klar, denn 2 = {0}, und diese Menge besitzt ein
Element.

Rest des Beweises mittel Induktion:

Wir nennen K C N die Menge der natiirlichen Zahlen m, fiir welche die Aussage gilt, und zeigen:

1.1e K
2. falls m € K soist auch m+1 € K.

Damit folgt (nach dem Induktionsprinzip), dass K = N und der Satz ist gezeigt.

Zu 1.: Die einelementige Menge M schreiben wir als {z}, die Teilmengen sind @), {x}. Somit ist
oM — {0 {z}} mit #2M =2=2"

Zu 2.: Es sei also #M = m + 1 und M,,, eine Menge mit #M,, = m. Wir diirfen annehmen, dass gilt
#2Mm = 2™ und schreiben M als M,, U{z},x & M,,. Wir schreiben

oM {Menge aller Teilmengen von M ,} U {Menge aller Teilmengen von M ,} _AUB

welche x nicht enthalten welche x enthalten

und es gilt #2M = #A + #B, sowie #A4 = #2Mn = m, da A = 2Mn,

Jede Menge in B ist aber eine Menge in 2Mm vereinigt mit {x} und #B = 2™. Somit gilt
#2M = gm 4 gm — gmtl
Damit gilt die Aussage fiir m + 1.
O

Wir kennen bereits das direkte (bzw. kartesische) Produkt zweier Mengen X xY = {(z,y) : 2 € X,y € Y}.

Definition 1.18 -~ GRAPH EINER FUNKTION

Es sei f: X — Y eine Abbildung. Die Menge I'y = {(z, f(z)) € X x Y} nennen wir GRAPH von f.

Definition 1.19 — RELATIONEN

Noch niitzlicher ist das direkte Produkt, um eine sogenannte RELATION zu definieren. Eine Relation R
auf einer Menge X ist eine Teilmenge von X x X. Wir sagen fiir x,y € X, dass x ~ y genau dann, wenn

(z,y) € R.
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Beispiel:

r~y < x <y

~ = ,,Steht in Relation zu“
Fiir das Beispiel gilt dann R = {(z,y) € X x X : 2 < y}.

Definition 1.20 — AQUIVALENZRELATIONEN

Eine Relation ~ auf X heifit AQUIVALENZRELATION, falls gilt:

l.e~z (Reflexivitit)
20~y = y~va (Symmetrie)
. x~yANy~z = z~2 (Transitivitét)

fiir alle z,y,z € X.

Beispiele:
1. ,=* auf Zahlensystemen

2. Sei X =2V Fiir 2,y € X gelte x ~ y, falls endliche Teilmengen A C z und B C y existieren und es
gilt: x \ A=y )\ B.

Definition 1.21 — AQUIVALENZKLASSEN

Sei X eine Menge mit Aquivalenzrelation ~. Eine Menge A C X heiBt AQUIVALENZKLASSE beziiglich ~,
falls gilt:

1 A£0
2.z, y€eA = z~y

.reA yeX, z~y = yc A

Proposition 1.22 — PARTITIONIERUNG IN AQUIVALENZKLASSEN

Sei X eine Menge mit Aquivalenzrelation ~. Dann gehért jedes a € X zu genau einer Aquivalenzklasse A
beziiglich ~. Fiir zwei Aquivalenzklassen A, A’ gilt entweder A = A’ oder AN A’ = 0.

Beweis: Fiir a € X definieren wir die Menge A = {z € X : a ~ z}. Weil a ~ a, gilt a € A, somit ist
A # (. Sind nun z,y € A, so gilt a ~ x A a ~ y. Damit folgt  ~ @ und a ~ y und somit x ~ y. Fiir
r€Aye X mitz~y. glta~z,z~7yalso a~y und somit y € A. Damit ist A eine Aquivalenzklasse

und a ist in mindestens einer Aquivalenzklasse enthalten.

Es ist noch zu zeigen, dass zwei Aquivalenzklassen entweder gleich oder disjunkt sind.
Seien also A, A’ Aquivalenzklassen mit AN A’ # (). Also existiert b € AN A’. Falls nun x € A, so gilt = ~ b.
Nachdem b auch in A’ liegt, folgt aber x € A’. Damit folgt a C A’. Die Umkehrung, also A’ C A, folgt

ebenso. O

Definition 1.23 — QUOTIENTENMENGE

Es sei X eine Menge mit Aquivalenzrelation ~. Die Menge der Aquivalenzklassen in X bezeichnen wir als

QUOTIENTENMENGE und schreiben fiir diese Menge X /~.
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Bemerkung: Wir koénnen eine Abbildung definieren, welche jedem a € X dessen Aquivalenzklasse zuord-
net: X — =/~ ,a +— A, (nach Proposition 1.22 eindeutig zugeordnete Aquivalenzklasse). Ein solches a

heift dann Reprisentant der Aquivalenzklasse A,.

Beispiel: Sei X = N. Wir schreiben X ~ y, falls sowohl = als auch y gerade bzw. ungerade Zahlen sind.
Sei a € X. Die zugehérige Aquivalenzklasse ist gegeben durch:

1. Die Menge aller geraden Zahlen, falls a gerade ist.

2. Die Menge aller ungeraden Zahlen, falls a ungerade ist.

1.3 Gruppen

Definition 1.24 - VERKNUPFUNGEN
Es sei G eine Menge. Eine VERKNUPFUNG * auf (G ist eine Abbildung:
x: GxG—= G
(a,b) +— x(a,b)

Bemerkung: Oft schreiben wir einfach a * b fiir *(a, b).

Beispiele:
1. G=N, %(a,b) =a-b
2. G=N, x(a,b) =a+b
3. Sei X eine Menge und G = Abb(X, X), dann ist *(f,g) = fog

Definition 1.25 -~ GRUPPEN
Eine Menge G' mit Verkniipfung * heilt GRUPPE, falls gilt:

1. (axb)xc=ax(bxc) (Assoziativitét)

2. Es existiert ein Element e € G, sodass gilt:

(a) axe=afuralleae G (neutrales Element)
(b) Fiir alle a € G existiert o’ € G mit @’ xa =e (inverses Element)
3. a,beG = axbe G (Abgeschlossenheit)

Die Gruppe heif3t abelsch, falls zusétzlich gilt
a*xb=>bxa fir alle a,b € G

Bemerkung: Wir schreiben oft einfach a - b bzw. ab fiir a * b.

Beispiele
1. G=7Z, %(a,b) =a+b. Dabeiist e =0 und a’ = —a
2. G=Q\ {0}, #(a,b) =a-b. Dabeiist e=1und o’ = 1
3. G ={f € Abb(X, X), f bijektiv}, x(f,g) = f o g. Dabei ist e = Idx und das Inverse f~!

Achtung: 1 und 2 sind abelsch, 3 nicht notwendigerweise.

Proposition 1.26 — EINDEUTIGKEIT NEUTRALES ELEMENT
Es sei G eine Gruppe. Dann gilt
1. Das neutrale Element ist eindeutig bestimmt, und es gilt auch axe =a

2. Das inverse Element a’ ist zu jedem a € G eindeutig bestimmt und es gilt auch axa’ = ¢
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Beweis: Wir betrachten ein e € G und ein a € G, wobei e ein neutrales Element ist. Es sei a’ ein Inverses

zu a. Es folgt aa’ = e(ad’) = (a”a’)(ad’) = a’(d’(ad’)) = o’'((d’a)d’) = a’(ea’) = a’’a’ = e. Somit gilt

ae = a(a’a) = (ad')a = a.

Sei € ein anderes neutrales Element. Dann gilt eé = e und eé = é. Damit folgt e = é.

Sei nun &’ ein weiteres inverses Element, dann folgt &' = d'e = d/(aa’) = (@’a)d’ = ea’ = d
Bemerkung:

1 1

1. Wir schreiben a~! fiir das (nun) eindeutig bestimmte inverse Element zu a. Es gilt also a™'a = aa™! =
e sowie (™) 7! = a und (ab)~! =b7ta7!, denn (b=ta"1)(ab) = b~ ((ata)b) = b t(eb) =b b =¢

2. Es folgen auch die Kiirzungsregeln:

Definition 1.27 - RECHTS- UND LINKSTRANSLATION

Fiir a € G, G eine Gruppe, schreiben wir
1. 7 :G—= G, z—za (Rechtstranslation)
2. q7:G—= G, x—ax (Linkstranslation)
Lemma 1.28
1. Falls G eine Gruppe ist, so sind 7, und ,7 bijektiv.
2. Sei G eine Menge mit assoziativer Verkniipfung. Dann folgt Definition 1.25.2 aus Surjektivitéit von

T, und o7

Beweis:
1. Bijektivitit folgt aus (7,)~! gegeben durch (7,)7'(z) = xa™!, denn (7,) Y (7.(y)) = Tu(y)a™t =

(ya)a—! = y fiir jedes y € G.

2. Seien also 7, und ,7 surjektiv. Dann existiert fiir jedes b € G eine Losung fiir xa = b sowie ay = b.

Damit existiert aber zu a € G ein e mit ea = a. Fiir beliebiges b € G folgt dann eb = e(ay) = (ea)y =
ay = b. Durch Losen von za = e bekommen wir analog das Inverse Element zu a.

Bemerkungen:

1. Falls die Gefahr der Verwechslung besteht, schreiben wir gerne (G, *) fiir eine Gruppe G mit Ver-
kniipfung *, beispielsweise (Q, +) fiir Qmit Addition, oder (Q\ {0}, -) fiir Q\ {0} mit Multiplikation.

2. Bei der Verkniipfung + gehen wir immer von Kommutativitit aus.

3. Endliche Gruppen kann man mit einer (Gruppen-) Tafel darstellen:

" H e .. a;
e e “e . ai
ij aj ai*aj
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4. Es gibt nur eine zweielementige Gruppe:

Definition 1.29 - UNTERGRUPPEN

Es sei (G, ) eine Gruppe, G’ C G. G’ heifit UNTERGRUPPE von G, falls fiir a,b € G’ auch gilt:

1. abe G
2. alted

Definition 1.30 — HoMO- UND ISOMORPHISMEN AUF GRUPPEN
Seien (G, ), (H,*) Gruppen, und ¢ : G — H eine Abbildung.
1. Die Abbildung ¢ heifit HOMOMORPHISMUS, falls gilt:

o(a-b) = p(a) *¢(b) fir alle a,b € G
2. ¢ heiffit ISOMORPHISMUS, falls ¢ zusétzlich bijektiv ist.

Proposition 1.31 — UNTERGRUPPEN SIND GRUPPEN

Es sei (G, -) eine Gruppe, G’ eine Untergruppe von G. Dann ist (G’,-) selbst eine Gruppe.

Beweis: Assoziativitit folgt sofort. Es existiert ein a=! in G/, somit auch e = aa™! € G'.

Proposition 1.32 - EIGENSCHAFTEN VON HOMOMORPHISMEN

Sei ¢ : G — H ein Homomorphismus von Gruppen (G, -), (H, *). Dann gilt

1. ¢(e) = é mit neutralen Elementen e € G,é € H

2. pla™t) = (¢(a))~! fiir alle a € G

1

3. Fiir einen Isomorphismus ¢ ist auch ¢~ ein Homomorphismus

Beweis:
1. éxp(e) = p(e) = pe-e) = p(e) * p(e). Nach der Kiirzungsregel folgt é = ¢(e)
2. Nach 1. gilt é = ¢(e) = p(a"ta) = p(a™1) * (a) also ist p(a™t) = (¢(a))~*

3. Wir betrachten ¢,d € H mit ¢ = ¢(a), d = ¢(b). Dann gilt p(ab) = ¢(a) * p(b) = c * d, also
p~Hexd) =7 (plab)) = ab =~ (c)p~!(d

Beispiele:
1. G=R,+),H=({zeR:2>0},")
exp: R = R}, 21— e”

ist ein Isomorphismus, denn e**Y = e%e.

2. Wir betrachten (Z,+). Sei m € Z. Dann ist ¢, : Z — Z,a — ma ein Homomorphismus, denn
m(a 4+ b) = ma + mb. Das Bild ¢,,,(Z) = mZ = {ma : a € Z} C Z ist eine Untergruppe von (Z,+),
denn ma + mb = m(a +b) € mZ und —(ma) = m(—a) € mZ.
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Dazu betrachten wir die Menge r + mZ (fir r € {0,1,...,m — 1}) mit r + mZ = {r + ma : a € Z}.
Dann gilt Z = (0+mZ)U(1+mZ)U---U(m —1UmZ) und die Vereinigung ist disjunkt. Fiir a € Z
gilt & =k + = fir k € Z,r € {0,...,m — 1} (Division mit Rest). Dann gilt a € r +mZ. (denn
a = km + r). Wir bezeichnen die Mengen r + mZ auch als sogenannte ,, Restklassen modulo m*“.

Falls a,a’ in derselben Klasse r + mZ sind, gilt G_Ta/ € Z, und wir schreiben a = o’ mod m (ist
kongruent zu). Zu a € Z schreiben wir @ = a + mZ, die zu a gehorige Restklasse und wir definieren
eine Addition @+ b = a + b. Wir miissen sicherstellen, dass die Definition nicht von der Auswahl des
Représentanten abhéngt, das ist aber leicht zu sehen.

a=a',b="V, dann folgt auch schon, dass gilt a + b =a’ + V'.

Satz — ZYKLISCHE GRUPPEN

Fir m € N sei Z/mZ = {0,...,m —1}. Dann gilt, dass Z/mZ,+ (+ definiert wie oben) eine abelsche
Gruppe ist. Die Abbildung Z — Z/mZ,a — @ = a + mZ ist ein surjektiver Homomorphismus.

Beweis: Ubung. Wir nennen diese Gruppen die zyklischen Gruppen der Ordnung m.

1.4 Ringe und Korper
Definition 1.33 - RINGE
Es sei R eine Menge, +: R x R — Rund - : R X R — R Verkniipfungen. (R, +, ) heifit RING, falls gilt:
1. (R,+) ist eine abelsche Gruppe
2. Die Multiplikation - ist assoziativ.
3. Das Distributivgesetz gilt:
a-(b+c)=ab+ac

(b+c)-a=ba+ca

Ein Ring heifit kommutativ, falls gilt a - b = b - a fiir alle a,b € R.
Falls ein Element 1 € R existiert mit 1-a = a -1 = a fiir alle ¢ € R, dann nennen wir dieses Element
Einselement. Das neutrale Element der Addition + heifit Nullelement (oder 0).

Proposition 1.34 — ABSORPTION DURCH NULLELEMENT

Esgilt0-a=a-0=0.

Beweis: Wir erinnern uns an die Kiirzungsregel: a + & = f+ €& = « = [. Wir schreiben also
0+0a=0a=(0+0)a=0a+0a = 0=0a. Ebenso folgt 0 = a0. O

Beispiele:
1. (Z7+7 ')7 (Q7+7 ')a (R7+7 )

2. Z.mZ mit der Addition wie bisher und @ - b = ab (Nach Uberpriifung der Unabhingigkeit von der
Wahl des Reprisentanten)

3. Die 2 x 2-Matrizen A = (a
c

Z) bilden einen Ring mit

a b n e f\ [ate b+ f

¢ d g h] \ec+g d+h

a b e f\ [ac+bg af+bh
c d g h) \ce4+dg cf+dh
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Die gewiinschten Eigenschaften folgen sofort. Es gilt aber:

)66 )

Definition 1.35 — UNTERRING UND RINGHOMOMORPHISMUS

Es sei (R, +,-) ein Ring, R’ C R. (R’,+, ) hei}t UNTERRING, falls (R’, +) eine Untergruppe von (R, +) ist
und gilt a,b € R = abe R'.

Es seien (R, +,), (S,+,%) Ringe, ¢ : R — S eine Abbildung. ¢ heiit RINGHOMOMORPHISMUS, falls gilt:
pla+b) = p(a) + ¢(b) und
pla-b) =p(a) = o(b)
fur alle a,b € R.
Definition 1.36 — KORPER

Es sei K eine Menge, +: K x K — K,-: K x K — K Verkniipfungen. (K, +, ) heiit KORPER, falls gilt:
1. (K, +) ist eine abelsche Gruppe
2. K* sei gegeben durch K \ {0}. Dann ist (K*,-) eine abelsche Gruppe.
3. Fiir a,b,c € K gilt a(b+ ¢) = ab+ bc und (b+ ¢)a = ba + ca

Bemerkung: Das neutrale Element der Multiplikation bezeichnen wir mit Eins (= 1), das Inverse zu a

beziiglich der Multiplikation mit a~' oder %, beziiglich der Addition mit —a.
Proposition 1.37 — RECHENREGELN FUR KORPER
Sei (K, +,-) ein Kérper. Dann gilt:
1140
2. 0a=a0=0
3.ab=0 = a=0VvVb=0 (Nullteilerfreiheit)
4. a(—b) — (ab) und (—a)(—b) = ab
5 za=%aunda#0 = x =12
Beweis:
1. Folgt sofort, denn (K*,-) ist eine Gruppe.
2. Folgt analog zu Ringen.

3. Folgt aus Gruppeneigenschaft von (K*,-), da (K*,-) unter der Multiplikation abgeschlossen ist, und

somit a oder b nicht in K* sein kann (also 0 ist)

4. Wir rechnen
ab+a(=b)=alb—>b)=a0=0

und

(=a)(=b) = =((—a)b) = —(—(ab)) = ab
5. Die Regel gilt fiir x, & beide in K*. Ist aber & = 0, so gilt Za = 0 nach 2. und mit 3. folgt die Aussage.

O
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Beispiele:
L(@Q+,), (R, +,).
2. Die komplexen Zahlen C, wie folgt definiert. Fiir (a,b), (¢,d) € R x R definieren wir
(a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d)

und

(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)

mit (0,0) als Nullelement und (1,0) als Einselement. Das additive Inverse zu (a, b) ist dann (—a, —b),

das multiplikative Inverse ist

P —(12—_”%2> Wir bezeichnen den so konstruierten Kérper mit C.

Wir betrachten nun die Abbildung R — C,a — (a,0), welche injektiv ist. Wir sehen, dass zwischen
R x {0} und {(a,b) € C: b= 0} nicht unterschieden werden muss, denn

(@,0) - (b,0) = (ab,0)

(a,0) + (b,0) = (a+b,0)
Wir schreiben i = (0,1) € C und (a,b) = (a,0) + (0,b) = a + ib. Es gilt i* = ii = —1. Weiterhin

schreiben wir fiir z = (a,b) € C,z = (a,—b). (bzw. z = a +1b,Z = a — ib). Z (manchmal auch z*)
nennen wir komplex Konjugiertes (oder komplexe Konjugation) von z.
Fiir komplexe Zahlen A, p gilt dann
Apu=A+[ sowie Ap=Ai und NER < A=\
Fiir A = a+bi € C sehen wir A\ = (a+bi)(a—bi) = a®+b? € R und wir definieren den Absolutbetrag
A=V
Damit gilt, dass d(A, 1) = |A — u| eine Metrik darstellt, denn

d(p, A)
d(p,\)=0
d(p, A) + d(A, k) = d(p, k)

d(A, )

= A=_p

Das ist die selbe Metrik, die bereits im R? eingefiihrt wurde:

dz,y) =(x—y,z—y) = V(21— y1)® + (22 — 32)2 mit (&,m) =&m + Eam

Neu ist die Identitdt |A - p| = |Al|p].

Wir betrachten noch eine geometrische Anschauung der komplexen Zahlen. Es sei A € C mit || = 1.
Dann gilt, dass A™! = | 5| = 1 (folgt aus der Definition des Inversen in C).

In der Analysis lernen wir, dass ein eindeutiges « € [0, 27) existiert, so dass
A = cos(a) +isin(a) = e fir A€ C, |\ =1

Wir bezeichnen « als Argument von A, also a = arg A.
Sei nun A € C\ {0} beliebig (d.h. ohne die Einschrénkung, dass |A\| = 1). Dann schreiben wir

arg A = argﬁ, denn ‘ﬁ =1.

Damit gilt A = |\|e!®'8? fiir jedes A € C. In der komplexen Ebene C = R? (auch GauBsche Zahlene-

bene genannt) gilt dann mit d = |A\|, « = arg \:
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Wir sehen nun, dass gilt
)‘M — |)\|eiargA . |M‘eiarg,u — |)\||M|eiarg>\eiargp — ‘)\H‘u'ei(arg)\-&-argu).
Wir sehen: Betrige werden multipliziert, Argumente addiert bei der Multiplikation in C.

Definition 1.38 — NULLTEILERFREIHEIT VON RINGEN

Ein Ring (R, +, ) heilt NULLTEILERFREI, falls fiir a,b € R gilt

ab=0 — a=0Vvb=0.

Bemerkung: Wir sehen, dass jeder Korper bereits ein nullteilerfreier Ring ist.

Beispiel: Auf Z/m7, ist bereits eine Addition definiert, mit der Z/mZ eine Gruppe wird. Mit der Multi-
plikation
a-b=ab

fir @,b € Z/mZ und Reprisentanten a und b wird Z/mZ zu einem Ring. Wie fiir die Addition zeigen
wir Unabhéngigkeit von der Wahl der Reprisentanten, Assoziativitdt und Distributivgesetz sind leicht

nachzurechnen. Der Ring ist kommutativ.

Satz 1.39 — NULLTEILERFREIHEIT DES RESTKLASSENRINGS

Der Restklassenring (Z/mZ,+,-) ist genau dann nullteilerfrei, wenn m eine Primzahl ist.

Beweis: Falls m nicht prim ist, gilt m = k-1 mit 1 < k,I < m. Damit gilt &k # 0,l # 0, aber
kl =kl =m =0.

Umgekehrt: Sei m prim und kI = 0. Dann gilt k-1 = 7 - m, fiir ein » € Z. Damit gilt aber, dass mindestens
einer der Faktoren k,! einen Faktor m enthélt. Also ist k = 0 oder [ = 0. O

Satz 1.40

Ein nullteilerfreier, kommutativer Ring K mit endlich vielen Elementen und Eins ist ein Korper.

Beweis: Nach Lemma 1.28 reicht es zu zeigen, dass die Abbildung ,7 : K* — K* : ,7(z) = ax fiir
jedes a € K* surjektiv ist. K* ist eine endliche Menge, also folgt Surjektivitédt aus Injektivitét. Sei also
oT(x) = o7(y), fiir x, y aus K*. Es folgt ax = ay, also a(z—y) = 0. Damit gilt aber (wegen Nullteilerfreiheit
und a € K*, also a # 0), dass . —y = 0, also x = y. O
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Definition 1.41 — CHARAKTERISTIK EINES RINGES

Es sei R ein Ring mit Einselement 1. Die CHARAKTERISTIK von R ist gegeben durch

0 fallsn-1#£0Vn#0
X(R) =9
min(n € N\ {0}) fallsn-1=0

Statt x(R) wird auch char(R) verwendet.
Achtung: Wir haben benutzt, dass n-a =a+a+---+a (n-mal) mit a € R,n € N

Lemma 1.42 - CHARAKTERISTIK VON KORPERN

Ist K ein Korper, so gilt x(K) ist entweder Null, oder eine Primzahl.

Beweis: Angenommen, x(K)=m =Fk-1# 0 mit 1 < k,I < m (also m nicht prim). Es folgt 0 =m -1 =
(k-1)1=(k-1)(I-1). Wegen Nullteilerfreiheit folgt k-1 =0 oder [-1 = 0, und somit ein Widerspruch. [

Definition 1.43 — SCHIEFKORPER

Ein Ko6rper ohne Kommutativitit beziiglich der Multiplikation nennen wir Schiefkérper (Beispiel: Quater-

nionen, siche Ubungsblatt).
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2. Vektorraume

Wir kennen bereits R = R x R x ... x R mit Operationen a + b fiir a,b € R™ und A - a fiir a € R", A € R.

2.1 Definitionen und elementare Eigenschaften

Definition 2.1 — VEKTORRAUM

Es sei K ein Kérper, (V,+) eine abelsche Gruppe mit einer Abbildung K x V' — V', (A, b) — v, sodass
fir alle z,y € V, \,p € K gilt:

L. AMz+y) = z+ Ay Erstes Distributivgesetz
2. A+ )z =z +px Zweites Distributivgesetz
3. AMpx) = (Ap)x Skalarmultiplikation
4. lz =2 Einselement

Zu beachten ist hierbei, was Addition der Gruppe, was Multiplikation des Korpers und was die speziell
definierte Abbildung ist. Dies ergibt sich jedoch eindeutig aus den Typen der verkniipften Elemente.

Wir nennen die Abbildung (A, v) — Av skalare Multiplikation. Die Gruppe (V,+) mit der skalaren Multi-
plikation heifit dann K-VEKTORRAUM.

Bemerkungen:

1. Ist (R, +,-) ein Ring, (V,+) eine abelsche Gruppe mit Abbildung R x V' — V| (A, v) — Av, welche
die Bedingungen aus Definition 2.1 erfiillt. Dann ist V ein R-Modul (bzw. Links- R-Modul). Rechts-
R-Moduln analog mit der Skalarmultiplikation von rechts.

2. (a) Elemente in V heiflen Vektoren, Elemente in K heiflen Skalare.

(b) Das Inverse zu a € V heiit —a (das Inverse fiir Gruppen mit Addition)
3. Wir schreiben (Az) 4+ (uy) = Az + py (d.h. ,Punkt vor Strich*) fiir skalare Multiplikation

4. K =R : reelle Vektorrdume
K = C : komplexe Vektorrdume

Beispiele:
1. R™, siehe Kapitel 0
2. C", K = C analog

3. Sei K ein beliebiger Korper, dann ist K™ ein Vektorraum, der aus den n-Tupeln von Kérperelementen
besteht. Addition in K™ erfolgt eintragsweise, Multiplikation fiir A € K erfolgt ebenfalls eintragsweise.

U w1 V1 + w1y
+ =
Un, Wy, Up + Wy
w1 )\U)l
A =
W, AWy,

K := {0} ist der triviale Vektorraum.
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4. Es sei K ein Korper, X eine Menge, V = Abb(X, K) mit
(f+9)(x)=f(x)+g(z) firalle x€ X, f,geV.

Damit wird V' zu einer abelschen Gruppe, denn oben ist eine Addition +(f, g) definiert. Wir definieren
nun (A\f)(z) = A(f(x)) fur alle A € K, f € V,z € X als Skalarmultiplikation. Damit wird V' zu einem
Vektorraum.

Proposition 2.2 — EIGENSCHAFTEN VON VEKTORRAUMEN

Es sei V' ein K-Vektorraum. Dann gilt:

1. 0z=0€V firallez eV

2. \0=0 fur alle A € K

3. Fals A\ e K,z e V,Ax =0€ V, dann gilt A =0 oder x =0
4

(=Dz=—zfirallex eV

Beweis:

1. 0z =(04+0)x =0z +0x = 0z =0

2.00=A040)=X0+X0 = XN0=0

3. Zu zeigen ist A € K*,x € V, \x = 0. Dann folgt = 0. Es gilt aber x = 1z A0 ANz =X "12) =

Alo=0
4. 24+ (-rz=1lz+(-1)z=(1-1)x=0zx=0
O

Bemerkung: Es sei (G.+) eine Gruppe, y € G. Falls gilt y = y +y, so folgt y = 0, denn die Kiirzungsregel
besagta+ 2 =a+x = z=2. Mitz=0,2=y,a=y. Alsoy+y=y+0=y = y=0.

Definition 2.3 — UNTERVEKTORRAUME

Es sei K ein Korper, V ein K-Vektorraum. Weiteres sei W C V. Dann heifit W UNTERVEKTORRAUM von
V, falls gilt:

1. W#£0
2. v,weW = v+weW
B.veWAIeEK = weW

Beispiel: V = R W = {v = (v1,v2) € V : v =0}
Gegenbeispiel: V = R?, W = {v = (v1,v2) € V : vg = 1} ist kein Untervektorraum von V'

Satz 2.4 — UNTERVEKTORRAUME SIND VEKTORRAUME
Ein Untervektorraum ist (mit der induzierten Addition und Skalarmultiplikation) ein Vektorraum.
Beweis: Sei V ein K-Vektorraum, W ein Untervektorraum von V.

1. W ist eine Untergruppe von (V,+), denn W ist nicht leer und abgeschlossen beziiglich der Addition.
Das neutrale Element 0 € W, denn fiir ein beliebiges w € W folgt mit (3.), dass 0 = 0w € W. Zu
v € W gilt weiter —v = (—1)v € W nach (3.)

2. Kommutativitit und Assoziativitit der Untergruppe (W, +) folgt sofort, Distributivgesetze ebenfalls.

Damit ist W ein Vektorraum.
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Bemerkung: FEs sei I eine Menge und fiir jedes a € I sei M, wieder eine Menge. So ein I nennen wir

Indexmenge. Nun verallgemeinern wir Schnittmenge und Vereinigung:

ﬂMa:{x:xeMaﬁirjedesaGI}

acl

UMa:{x:xGMaﬁireinaGI}
acl

Lemma 2.5
Es sei V' ein K-Vektorraum, I eine Indexmenge und fiir jedes a € I sei W, C V ein Untervektorraum.
Dann gilt

1. W =\,e; Wa ist ein Untervektorraum von V

2. Seien a,b € I, dann folgt W = W, UW, ist ein Untervektorraum von V genau dann, wenn W, C W,
oder W, C W,

Beispiele:

1. V=R3}T1=1{1,2}

2. Wy ={v=(v1,v2,v3) €V :v; =0}

3. Wy ={v=(v1,v2,v3) €V : vy =0}

4. W =Wy NWy = {v=(v1,v2,v3) €V : vy = vy =0} ist ein Untervektorraum.
5

WU Wy = {v = (v1,v2,v3) € V : vy = 0V wy = 0} ist kein Untervektorraum von V, denn
wy = (0,1,1) € Wi, wy = (1,0,1) = Wa, aber wy + we = (1,1, 2) ist nicht in W7 U Wy

Beweis:

1. Es gilt 0 € W, fiir jedes a € I, also gilt 0 € W.

Es seien z,y € W, also gilt z,y € W, fiir jedes a € I. Nachdem W, (fiir jedes a) ein Untervektorraum
von V ist, gilt x +y € W, fiir jedes a € I, also x + y € W. Ebenso folgt \x € W.

2., < *“ folgt sofort, denn wenn W, C W, so gilt W, U W, = W, und somit ist W = W, ein
Untervektorraum

, = “ Sei W =W, UW, C V ein Untervektorraum und sei W, 7 Wp.

Zu zeigen ist nun, W, C W,. Es sei x € W}, wir zeigen, dass folgt © € W,. Sei y € W, \ W,
(sodass ein y existiert, nachdem W, ¢ W,). Es folgt « +y € W, also x + y € W, oder
x+y € Wy, Es gilt aber, dass y = (x + y) — , und somit z +y & Wp. Somit gilt « +y € Wy,
also (z+y) —y=z€W,.

Definition 2.6 — LINEARKOMBINATION UND ERZEUGENDENSYSTEME

Es sei V' ein K-Vektorraum, E C V eine Menge.

1. Fiir jedes e € E sei A\, € K, so dass nur endlich viele A, # 0 sind. Dann schreiben wir

Z)\e~e: Z)\e~e€V und Z)\e~e

ecE ecl ecV
Ae#0

heifit LINEARKOMBINATION der e € F

2. Ein beliebiges = € V heifit darstellbar als Linearkombination der e € E, falls A\, € k existieren, mit

Ae # 0 fiir endlich viele e € F'und es gilt z =) 5 Ac - €.
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3. SPANN oder AUFSPANN: span(E) = {z € V : z als Linearkombination der e € FE darstellbar}

(manchmal auch als lineare Hiille bezeichnet)
4. Falls gilt W = span(FE), so heifit E C V ERZEUGENDENSYSTEM von W.

5. W C V heifit endlich erzeugt iiber K, falls ein Erzeugendensystem fiir W mit nur endlich vielen

Elementen existiert.

Beispiel: V = R?2 E = {(1,0),(0,1),(1,1)} C V. Dann gilt V = span(E), denn sei v = (vy,v2) €
R? vi,v2 € R und es gilt v =v; + +(1,0) + vy - (0,1). V ist also endlich erzeugt.

Lemma 2.7

Es sei V' ein K-Vektorraum, E C V. Dann gilt
1. span(FE) ist ein Untervektorraum von V'

2. Falls W C V ein Untervektorraum ist mit £ C W, so gilt span(E) C W. Es folgt, dass span(E) C V

der minimale Untervektorraum ist, der E enthilt.

Beweis:
1. Folgt sofort aus der Definition, denn
(a) span(E) # ), denn 0 € span(FE)

b) Fiir v, v € span(FE) gilt v; + vy € span(E), denn wir kénnen die Koeffizienten A¥! und A¥2
( ; P g P ; ¢ e

addieren. Ebenso fiir pv;.

2. Sei W C V ein Untervektorraum, £ C W. Es folgt aufgrund der Abgeschlossenheit von W beziiglich
Addition und Skalarmultiplikation, dass jede Linearkombination der e € E wieder in W liegt.

2.2 Basis und Dimension

Ziel: Finde moglichst kleine Erzeugendensysteme fiir Vektorrdume.
Beispiel: Wir betrachten R? e; = (1,0),es = (0,1). Dann gilt

span({e1,e2}) = {x € R? : v = (z1,12), =1 = Me1, T2 = M€, A1, Ao € R} = R2

Allerdings nur {e;} oder nur {ez} ist kein Erzeugendensystem fiir R%. Mit e3 = {1,1} ist {e1,ez,e3} ein
Erzeugendensystem fiir R?, aber kein kleinstmogliches im obigen Sinne. Im Folgenden sei stets K ein Korper

und V ein K-Vektorraum.

Definition 2.8 - FAMILIEN VON ELEMENTEN

Seien X, I Mengen. Fiir jedes j € I sei e; € X. Dann bezeichnen wir die Abbildung I — X,j — e; als
»durch I induzierte FAMILIE von Elementen von X“. Wir schreiben (e;);e; € X! = Abb(I, X).

Bemerkung: Es sei I = {1,2,3,...,n}. Dann gilt R! = R{1:2-7} = R”, Die Abbildung ist hier 1 — z;,
2 Ty, ..., N Ty
Fiir I = N ist RY die Menge der reellen Folgen.

Definition 2.9 — MINIMALE UND LINEAR UNABHANGIGE ERZEUGENDENSYSTEME

Es sei I eine Menge, und (v;);c; eine Familie von Vektoren v; € V.

1. (vi)ier heifft minimales Erzeugendensystem von V, falls F = {v;,i € I} ein Erzeugendensystem von

V ist und gilt (J € I) = span(vj,j € J)#V
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2.

(vi)ier heifit lineare unabhingig, falls gilt:

Es sei (\;)ier € K! (eine durch I induzierte Menge von Skalaren) mit \; # 0 fiir endlich viele i € T
und 3, ; Ajv; = 0, dann folgt A; = O fiir alle ¢ € . Nicht linear unabhéngige Familien heifien linear
abhingig.

Bemerkung: Fiir I = 0 ist (v;);es stets linear unabhéingig.

Beispiele: Siehe Kapitel 0.

Lemma 2.10

Es sei (v;)ier € V. Dann gilt:

1.

2.

Falls v; = 0 fiir ein j € I, dann ist (v;);cs linear abhéngig

Falls 4, j € I existieren, mit v; = v; dann ist (v;);ecr linear abhéngig

Falls I = {4} ist, dann ist (v;);es linear unabhéingig genau dann, wenn v; # 0

Sind (v;)ier linear unabhéngig, dann gilt (J C I) = (vj);jes ebenfalls als linear unabhéngig

Sei I # (), dann gilt (v;);¢cs ist linear abhéingig genau dann, wenn jo € I existiert, sodass J C I\ {jo},
J ist eine endliche Menge und es existiert (11;);cs € K, sodass uj, = ZjeJ p;v; (Ein Element lasst

sich als Linearkombination der anderen schreiben)

Beweis:

.1-v;,=0und 1#0 = linear abhéngig

. Klar aus 1. und Definition

1
2
3. Folgt direkt aus der Definition
4

. Der Beweis erfolgt in zwei Richtungen:

”

”

Satz
Es s

1.

2.

e

= “ Sei also (v;)res linear abhingig. Also existieren ()\;);c; € K (nur endlich viele # 0) und ein
Aip, # 0 mit 4o € I und Y, ; A\v; = 0. Damit gilt A\ v, = —Ziel\{io} i
Aj
Vj = Vj, = — Zie[\{io} mvl

<= “ Es sei v;, = Ziel\{jo} 1;iv;, dann setzen wir
falls i = jo
—pi, fallsie I\ {jo}

und es gilt Y., Ajv; = 0.

2.11

ei (v;)ier € V1. Dann sind #quivalent:

(vi)ier ist ein minimales Erzeugendensystem von V

(vi)ier ist ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem von V'

. Jedes v € V besitzt eine eindeutige Darstellung als Linearkombination der v; mit ¢ € T

(v;)ier ist eine maximale lineare unabhéngige Familie, d.h. fiir jedes w € V gilt: (w, (v;);es) ist linear

abhéngig
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Beweis: Zu zeigen ist 1. = 2. = 3. = 4. = 1. (Zirkelschluss).

1. = 2. Wir zeigen 2. = -1.
Sei (v;)ier ein Erzeugendensystem, aber nicht linear unabhéngig. Laut Lemma 2.10.5 existiert
ein jo € I, sodass v;, = Ziel\{jo} Av; mit \; € K| nur endlich viele \; # 0.
Wir behaupten: (v;);er\ (5o} ist ein Erzeugendensystem. Sei also x € V, und (v;);er ein Erzeu-
gendensystem. Es gilt: @ = 37, 7 10i = 3 e 1\ (o1 THioVio = 2ie\ {jo} HiVitHio 2ie (o} AiVi
mit p; € K, nur endlich viele p; # 0.

U;
—_—~

Damit ist aber =", 1\ (5,3 (15 + 1jovAj) v = D e oy Vs mit J; € K, nur endlich viele
¥; # 0.

2. = 3. veV = v=>,\v (A geeignet). Angenommen, die Darstellung sei nicht eindeutig,
dhov=>3"; \vg, dann gilt v—v =0 =3, (A = Ai)vy, aus 2 folgt Ay — Ay =0 = \; = Ay,
somit ist die Darstellung eindeutig

iel

3. = 4. Es sei eine eindeutige Darstellung fiir jedes v € V. Zu zeigen ist:

a) (vi)ier ist linear unabhéngig
b) Fiir jedes w € V ist (w, (v;);er) linear abhéngig
Zua): Es sei ), ., Aiv; = 0 (A\; geeignet). Es gilt 0 € V, die Darstellung 0 = ), _; pyv; mit
w; = 0 fiir jedes i € I ist eindeutig, also folgt \; = u; =0 Vi € I.
Zub): Seiw € V,w =3,.; \iv; (A; geeignet). Dann gilt aber mit Lemma 2.10, dass (w, (v;)ier)
linear abhéngig ist.

4. = 1. Sei (v;);er eine maximale lineare unabhéingige Familie. Zu zeigen ist

a) span({v;,i €1}) =V
b) span({v;,j € J}) #V fir J C I

Zu a): Falls w € V \ span({v;,7 € I}) existiert, ist (w, (v;);cr) linear unabhéngig, denn f,, +
> icr Aivi = 0 (mit \;, u € K geeignet) impliziert 4 = 0 und damit \; = 0 fiir alle i € I.
Das steht im Widerspruch zu der maximalen Unabhéngigkeit der Familie.

Zub): Essei V =span({v; : j € J}),J € I. Dann gilt v;, mit jo € I'\J ldsst sich als Linearkom-
bination v;, = >

der v; darstellt.

jed A;jv; schreiben, was ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit

Definition 2.12 — BASIS EINES VEKTORRAUMS

Eine Familie (v;);e; mit v; € V fiir alle ¢ € I heifit Basis von V, falls (v;);es ein linear unabhéngiges
Erzeugendensystem von V ist.

Beispiel: V = K", Eine Basis ist gegeben durch e; = (0,...,0,1,0,...,0)T, wobei der i-te Eintrag 1

betrégt. Diese (€;);e(1,...,n} heiBt kanonische (oder Standard-) Basis von K.

,,,,,

Bemerkung: Die kanonische Basis wurde hier aus Platzgriinden zeilenweise statt vektoriell geschrieben.

Satz 2.13 — BASISAUSWAHLSATZ

Essei N € NU{0}, v1,...,o5 € V. Dann existieren i1,...,i, € {1,..., N}, sodass (v;,,...,v;, ) eine Basis

von span(vy, ..., vy) bilden.
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Beweis: Wir verkleinern die Familie (v;)icq1,..., v} schrittweise:
1. Falls (v)ie{1,.... vy linear unabhéngig ist, sind wir fertig.
2. Andernfalls existiert jo € {1,...,N}, so dass vj, = Zie{1,...,j0_1,j0+1’_“7N} Aiv;. Damit ist aber
(U1, .+, Vjo—1,Vjo+1,-- -, Up) immer noch ein Erzeugendensystem.

Mit der Menge wiederholen wir den Schritt. Nach maximal N Schritten ist die Methode zum Ende
gelangt,.

Lemma 2.14
Sei (v1,...,v,) eine Basis von V, w = Ajv; + -+ + A\yv, mit A\, # 0 fiir a € {1,...,n}. Dann gilt

(U1, Va1, W, Vat1,---,0y,) ist eine Basis.

Beweis: Durch Umnummerierung der Basisvektoren kénnen wir annehmen, dass gilt a = 1. Sei also
oBdA a = 1. Zu zeigen ist nun, dass (w,vs,...,v,) ein Erzeugendensystem (1.) und zusitzlich linear

unabhiingig (2.) ist.

1. Firz e V gilt z = pyv1 + ... 4+ ppvn, p; € K. Wir schreiben

v = AHw — Aava — .. = A0n0 4 o )
denn A; # 0. Dann gilt
T= AW
+ (,ug - )\1_1/\2)112
_|_

+ (:U/n - AIIAn)Un
und (w, ve,...,v,) ist ein Erzeugendensystem von V.

2. Sei 0 = pyw + povg + ... + pyvy,. Wir setzen w ein, und erhalten

0= p1Avr + (2 + paAo)va + ..o+ (pn + p1An) s

Nun ist aber nach Annahme (vq,...,v,) eine Basis von V. Also gilt:
piAr =0, po +pada =0, ...y pn + A, =0.
Damit folgt (A #0) = w1 =0 = 2 =0, p3 =0, ..., p, = 0. Also sind (w,va,...,v,)

linear unabhéngig und somit eine Basis von V.

O
Satz 2.15 — BASISAUSTAUSCHSATZ VON STEINITZ
Es sei (vy,...,v,) eine Basis von V und (wy, ..., w,,) sei eine linear unabhéngige Familie von Vektoren in
V. Dann gilt:
1. m<n
2. (v1,...,v,) kann so umnummeriert werden, dass (w1, ..., W, Vmi1,-..,Vy) eine Basis ist.
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Beweis: Erfolgt durch Induktion iiber m:
TA: Fiir m = 0 ist nichts zu zeigen.

IS: ,m — m+41¢

Sei (w1, . .., Wmyt1) also eine linear unabhéngige Familie. Es gilt nach Lemma 2.10.4, dass (w1, . . ., wy,)

linear unabhéngig sind. Nach der Induktionsannahme gilt also

im<n

. (w1,..., Wm, Umt1,--.,0y) ist eine Basis von V' (nach geeigneter Umnummerierung)
Zu zeigen ist nun:

a) m+1<n

b) (w1,...,Wmt1,Vmt2,---,0n) ist eine Basis von V' (nach geeigneter Umnummerierung)

Zu a): Wir zeigen die Aussage durch einen Widerspruch und nehmen also an, dass gilt: m +1 > n. Es
folgt nach i.: m < n, dass m = n. Damit ist aber laut Induktionsannahme (wy,...,w,,) eine
Basis von V, also eine maximal linear unabhingige Familie, damit kann (w1, ..., wmn4+1) nicht

mehr linear unabhéngig sein ¢

Zub): Es sei wpmy1 = Mwr + ..o+ AW + At 10mg1 + -« - + Apvy,. Es muss aber ein a > m + 1
existieren mit A\, # 0 (denn sonst wéren (wq, ..., wy,) linear abhingig). Nach Lemma 2.14 kann

ve durch wy, 11 ersetzt werden. Umnummerierung liefert das Ergebnis.

Korollar 2.16 — ALLE BASEN EINES VEKTORRAUMES HABEN GLEICH VIELE ELEMENTE

V besitze eine Basis (v1,...,v,) mit n € NU{0}. Dann hat jede Basis von V' genau n Elemente.

Beweis: Sei (w;);cs eine weitere Basis. Es folgt sofort, dass die Anzahl der Elemente < n ist. Insbesondere
ist I endlich. Falls m = #I < n liefert das selbe Argument mit (v;) und (w;) vertauscht wieder einen
Widerspruch # O

Definition 2.17 — DIMENSION

Es sei V' ein K-Vektorraum. Wir setzen

00 falls V' keine endliche Basis besitzt

)

n, falls V' eine Basis mit n Elementen besitzt.
dimg (V) heiit Dimension von V.

Satz 2.18 — BASISERGANZUNGSSATZ VON STEINITZ

Falls V endlich erzeugt ist, und (w;);er eine linear unabhéingige Familie von Vektoren ist, dann existiert

eine Basis von V, die alle w; enthilt. Insbesondere besitzt jeder endlich erzeugte Vektorraum eine Basis.

Beweis: Es seien {v1,...,v,} CV mit n € N\ {0}, mit span({vy,...,v,}) = V. Aus dem Basisauswahl-
satz folgt sofort Existenz einer Basis. Der Rest folgt mit Basisaustauschsatz.
O

Lemma 2.19
Falls dimg (V) = n mit n € NU {0}, dann gilt:
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1. Falls (v1,...,v,) linear unabhéngig ist, dann ist (vy,...,v,) bereits eine Basis
2. Falls W C V ein Untervektorraum ist, so gilt
dimg (W) < dimg (V) und
dimg (W) =dimg (V) = W=V
Beweis:
1. Folgt aus dem Basisaustauschsatz

2. Angenommen (wy, ..., w,,) sind linear unabhéingig in W. Dann sind sie auch in V' linear unabhiingig.
Damit folgt m < n = dimg (V). Es folgt dimg (W) < n. Falls dimg (W) = dimg (V) dann ist eine
Basis von W nach 1. auch eine Basis von V. Also folgt sofort V = W.

Bemerkung: Es gibt nicht nur endlich erzeugte Vektorraume.
Beispiele:

1. RN, also (1,22, ...) mit eintragsweiser Addition (d.h. fiir # = (21, 22,...),y = (y1,%2,...) schreiben
wir x +y = (21 + y1, 22 + Y2, ...) und eintragsweiser Skalarmultiplikation (d.h. Az = (A\zq, Aza,...))
ist ein R-Vektorraum. Es gilt dimg (V') = oo, denn, angenommen dimg (V) = n fir n € Ny, kann man
leicht n + 1 linear unabhéngige Vektoren finden (z.B. (1,0,...),(0,1,0,...),...,(0,...,0,1,0,...)) was
einen Widerspruch darstellt. ¢

Die Vektoren ((1,0,...), (0,1,0,...), ...) stellen auch keine Basis dar (der Vektor (1,1,1,...) wird
von keiner endlichen Linearkombination erzeugt), insbesondere gibt es keine abzéhlbare Basis fiir V.

2. Die Menge konvergenter Folgen

3. Abb(R,R)

4. Die Menge der stetigen reellen Funktionen

5. {z € RN x = (z1,72,...) mit endlich vielen z; # 0} C RY. Hier ist ((1,0,...),(0,1,0,...),...) eine

Basis.

Satz 2.20 — EXISTENZ EINER BASIS

Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

Beweisidee: Es sei V ein K-Vektorraum. Es sei 9 = {A C V : A linear unabhingig} C 2V. Auf M
definiert ,,C“ eine Halbordnung, d.h. es gilt

1. ACA
2. ACBANBCA — A=B
3.AcB,BcC — AcC

Wir betrachten nun Teilmengen U C 9, welche total geordnet sind, d.h. fiir A, B € U gilt immer A C B
oder B C A.

Ein kurzes Beispiel aus 2® fiir U ist U = {(—4,7),7 € N}. Solche Teilmengen von 9 heiflen auch Ketten.
Nun sei M(U) = ey A Es gilt nun:
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1. MU)CV
2. Firalle AcU: AcC M(U)

3. Es seien vy,...v, Vektoren in M(U) und Aq,..., A\, € K, sodass gilt A\jv1 + ...+ A, + v, = 0. Es
existiert ein A € U, so dass v1,...,v, € A, denn fiir j = 1,...,n existiert A; € U mit v; € A;.
Nachdem U aber total geordnet ist, ist eines der A; das groBte davon, dieses nennen wir A. Dieses
A ist aber linear unabhiingig, denn A4 € 9. Damit folgt aber Ay = --- = A, = 0 und es gilt M(U)
ist linear unabhingig und M(U) € M

Anders gesagt: jede Kette in 9t besitzt eine obere Schranke in 9.

Wir benutzen nun das Lemma von Zorn: Es sei 9 eine Menge mit Halbordnung ,,C“, so dass jede Kette
in 9 eine obere Schranke in 9t besitzt. Dann existiert ein maximales Element m in 91, d.h. ein Element
m, so dass gilt Be€ M, m C B = B =m.

Angewendet auf unseren Fall ergibt sich sofort ein maximales Element aus 9 = {A € V : A linear un-

abhéngig}, also eine maximale lineare unabhéingige Familie, d.h. eine Basis.

Das Lemma von Zorn ist (in der iiblichen Mengenlehre nach Zermelo und Fraenkel, welche man in der
Logik kennenlernt) dquivalent zum Auswahlaxiom (auch kennenzulernen in der Logik), welches besagt:

Sei X = {U,,i € I} eine Menge von Mengen, dann existiert eine sogenannte Auswahlfunktion

F:X = |JU; mit F(U;) =, €U
el
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3. Lineare Abbildungen

Wir kennen schon lineare Abbildungen von R™ nach R™, ndmlich diejenigen, welche durch Matrizen darge-

stellt werden.

3.1 Definition und grundlegende Eigenschaften
Im Folgenden sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum.

Definition 3.1 - LINEARE ABBILDUNGEN

Es seien V, W K-Vektorraume.

1. Eine Abbildung F': V — W heifit K-linear (oder VEKTORRAUMHOMOMORPHISMUS) falls gilt:

(a) Flz+y)=F(z)+ F(y)
(b) F(\z) = AF(z)

fiir alle 2,y € V, A\ € K und wir schreiben F € Homg (V, W)
2. Falls V =W, so heifit F' € Homg (V, W) = Endg (V) VEKTORRAUMENDOMORPHISMUS

3. Ein Vektorraum-KOMORPHISMUS ist ein bijektiver Vektorraumhomomorphismus. Falls ein solcher
Komorphismus von V nach W existiert, nennen wir W und V isomorph, und schreiben V = W

4. Autg (V) ={F € Endg (V) : F bijektiv} sind die Vektorraum-AUTOMORPHISMEN von V'

Bemerkungen:

1. V C V ein Untervektorraum, dann ist die Inklusion i : V — V,i(z) = x ein Vektorraumhomomor-

phismus
2. Homg (V,W) C Abb(V, W) ist ein Untervektorraum
3. Endg (V) hat zusétzlich die Struktur eines Ringes mit Addition punktweise definiert, d.h.
(F +G)(z) = F(z) + G(z)
und Multiplikation als Hintereinanderausfithrung. Es gilt die Kompatibilitdtseigenschaft
(AMF)oG=AFoG)=Fo(\G) firalle F,G € Endg(V),A € K
Eine solche Struktur (Ring, Vektorraum, Komposition) heifit K-Algebra.

4. Autg (V) ist eine Gruppe (mit Nacheinanderausfithrung als Verkniipfung). Aber: Autg (V') ist kein
Vektorraum, aufler V' = {0}

Beweise : Siche Ubung.

Beispiele:
1. Matrizen induzieren lineare Abbildungen
2.

V ={f € Abb(R,R) : f stetig differenzierbar}
W = {f € Abb(R,R) : f stetig}

Dann ist D : V — W, f — f’ eine lineare Abbildung.
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Bemerkung: Das Losen von reellen linearen Gleichungssystemen Ax = b entspricht also der Bestimmung
der Menge A~1({b}), wobei A sowohl als (Koeffizienten-) Matrix als auch als lineare Abbildung aufgefasst

werden kann.
Lemma 3.2 — EIGENSCHAFTEN LINEARER ABBILDUNGEN
U, V, W seien K-Vektorrdume, F' € Homg (V,W),G € Homg (U, V). Dann gilt
1. F(0)=0
2. F(z —y)=F(z) - F(y)
3. FoG e Homg (U, W)
4. Ist F ein Isomorphismus = F~! € Homg (W, V).
5. Sei I eine Indexmenge, (v;)ie; € VI, dann gilt
(v5)icr linear abhiingie = (F(v;))ic; € W' linear abhiingig

6. (a) Sei V C V ein Untervektorraum. Dann ist F(V) C W ebenfalls ein Untervektorraum. Insbeson-
dere ist Im(F') = F(V) ein Untervektorraum.

(b) Sei W C W ein Untervektorraum. Dann ist F~'(W) C V ebenfalls ein Untervektorraum.
Insbesondere ist ker(F) = F~1({0}) ein Untervektorraum.

(¢) Sei F ein Isomorphismus. Dann gilt F(V) 2 V fiir jeden Untervektorraum V C V.
7. dim(Im(F)) < dim(V)

Beweis: Ubungen.
Bemerkung: Es gilt natiirlich auch (F'(v;));es linear unabhiingig = (v;);es linear unabhéngig

Satz 3.3

Es seien V, W K-Vektorrdume, I eine Indexmenge, (v;);cs eine Basis von V. Weiterhin sei (w;);jer € wi
eine Familie von Vektoren in W. Dann existiert genau eine K-lineare Abbildung F' : V. — W mit f(v;) = w;
fir alle j € I.
Dieses F' erfiillt weiterhin

1. Im(F) = span({w; : j € I})

2. F injektiv <= (wj);er linear unabhéngig.

Beweis: Es sei « € V. Damit existiert eine eindeutige Linearkombination z = 3, Ajv;. Wir setzen

Fz) =) Mw; =Y A\F(v)).
jel jel
Nachdem F' linear sein soll, ist dies die einzig mogliche Form von F, es existiert also hichstens eine solche
lineare Abbildung. Es ist mittels Einsetzen leicht zu iiberpriifen, dass gilt
F(z+y) = F(x) + F(y) sowie
F(\z) = \F(z)
Damit ist das oben definierte F' linear und es existiert genau ein F' € Homg (V, W) mit den gewiinschten

Eigenschaften.

Zu 1.: Folgt direkt aus der Definition von F
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Zu 2.: Es gilt F' nicht injektiv

= dz.yeViazfy: F(z) = F(y)
— Jz#0:z=z—y: F(2)=0

— z= Z /\jvj
j€l
und nicht alle A\; = 0.
Somit ist F (ZJEI /\jvj) =2 e NF(vj) =32 Ajw; = 0 und (w;)jer ist linear abhéngig.

O
Bemerkung: Der Satz 3.3 besagt, dass man eine lineare Abbildung bereits kennt, wenn man ihre Wirkung

auf alle Basisvektoren kennt.

Proposition 3.4
Es gilt G € Homg (V, W) ist injektiv genau dann, wenn ker(G) = {0}.

Beweis: Wurde bereits im Beweis von Satz 3.3 gezeigt. O

Korollar 3.5

Es sei V ein K-Vektorraum mit dimg (V) = n < oo. Dann gilt V' = K™. Weiterhin sei W ein K-Vektorraum
mit dimg (W) = n, dann gilt auch V= W.

Beweis: Nach dem Basiserginzungssatz existiert eine Basis (vy, ..., v,) von V. Weiterhin sei (e, ..., ey)
die Standardbasis von K™. Dann gilt nach Satz 3.3, dass fiir genau eine K-lineare Abbildung ein F existiert
mit F(v;) =e; fiir i =1,...,n. F ist surjektiv, denn Im(F) = F(V) = span({e1,...,e,}) = K™

F ist injektiv, denn (ey,...,e,) ist linear unabhéngig, der Schluss folgt mit Satz 3.3.2.

Ebenso fiir V= W. O

Bemerkung: Der K™ ist also in einem gewissen Sinn der einzige n-dimensionale K-Vektorraum. Der Iso-
morphismus héngt von der Wahl der Basis in V' ab, ist also nicht eindeutig bestimmt (man sagt, er ist
nicht kanonisch).

Bemerkung: Das Korollar hilft bei Fragen wie ,, Was ist die Lésungsmenge von F(x) = 0“ mit F : V — W
linear, dimg (V) = n < oo endlich, dimg (W) = m < oo, denn wir haben einen Isomorphismus G :
U— K", H: W — K™ und berechnen F(z) = 0 <= F(G(z)) = H(0) mit einer Abbildung

F:K"— K™ F(v;) = H(F(G™'(e;))) und es folgt mit Lemma 3.2: dimg (ker(F)) = dimg (ker(F)).

Definition 3.6 — RANG
Seien V, W K-Vektorrdume, F' € Homg (V, W). Dann heifit

rg(F) = dimy (F(V)) = dim (Im(F))

der RANG von F'.

Bemerkung: Falls G, G Isomorphismen sind, so gilt rg(F) = rg(F o G) =rg(Go F) mit F: V — W, G :
V>V, G:W — W. Die Reihenfolge von Isomorphismenschaltungen éndert also den Rang nicht.
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Satz 3.7 — DIMENSIONSFORMEL

Es seien V, W K-Vektorrdume, F' € Homg (V, W), dimg (V') endlich. Dann gilt
dimg (V) = dimg (ker(F)) + rg(F).

Beweis: Nach Lemma 3.2 ist ker(F) C V ein Untervektorraum, also endlichdimensional [Angabe bendtigt]

Weiter ist Im(F) C W ein Untervektorraum, also mit dim g (Im(F)) endlichdimensional [Argabe Pendtigt] Qe

also (v1,...vm) eine Basis von ker(F'), (wy,...,w,) eine Basis von Im(F') und es seien uy, ..., u, Vektoren
inVmit Fu;) =w; fur j=1,...,r.
Zu zeigen ist nun, dass m + r = dimg (V') ist. Wir beweisen, dass (vy,...,Um,u1,...,u,) eine Basis von V
ist:
1. (v1,...,Um,u1,...,u,) erzeugt V. Es sei also x € V beliebig. Es existieren A1,...,A. € K mit
F(x) = 375_) Ajw;, denn (wj);j=1,.., sind die Basis von Im(F). Nun sei y =z — >3, \ju; € V.
dann gilt

F(y)=F(z) - F Z A\jv; | = F(x) — Z \F(v;) = F(x) — Z Njw; = F(z) — F(x) = 0.

Damit ist y € ker(F) und es existieren p1, ..., fi,, sodass y = > ", p;v;. Damit gilt aber z =
S v + 22:1 Ajv; und z € span({vy,. .., vm, U1, ..., U }).
Somit erzeugt (vi,...,Vm,U1,...,u,) den Vektorraum V.

2. Nun ist zu zeigen, dass (vy,...,Um, U1, ..., U,) linear unabhingig ist.

Es seien A1, ..., A,y fi1, -, pr € K mit 00 Nv; + 25:1 p;iu; = 0. Dann folgt

L3.2 - " .
0= F(0) =Y NF(v)+ Y wFvy) =Y pmjw; = p; =0
i=1 j=1 =1
=0

denn (wj);j=1,.. » bilden eine Basis und sind somit linear unabhéngig.

Damit gilt Z:il Aivi =0also \; =0firi=1,...,m, denn (v;)i=1,..,m sind auch linear unabhéngig.

O

Definition 3.8 — DIREKTE SUMME
Es sei V' ein K-Vektorraum, V;, V5 Untervektorrdume.
1. Wir schreiben V; + Vo = span(V; U V3)
2. W=V1@Vy, falls W =V; + V5 und V1 N Vo = {0}. W heilt dann DIREKTE SUMME von V; und Vs.

V1 und V5 heiflen dann komplementér.

Bemerkung: Seien M;, My Teilmengen von V. Also ist My + Mo ={z :y € My, z € My, y+ z = x}.

Sind M; und M5 Untervektorrdume, so ist ,,+“ das gleiche wie die direkte Summe.

Korollar 3.9

Aus der Dimensionsformel folgt sofort

dimg (F~'(W)) = dimg (V) — dimg (Im(F)).

Korollar 3.10

Es seien V, W endlichdimensional. Dann existiert ein Isomorphismus genau dann, wenn dimg (V) =
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Korollar 3.11
Es sei dimg (V) = dimg (W) < oo, F': V — W linear. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
i) F ist injektiv.
ii) F ist surjektiv.
iii) F ist bijektiv.
Satz 3.12

Es seien V7 C V', Vo C V Untervektorrdume und endlichdimensional. Dann gilt

Beweis: Es sei (u1,...,u,) eine Basis von Vj N Vs, erweitert mit (vy,...v,,) zu einer Basis von V; sowie

erweitert mit (wq, ... wy) zu einer Basis von V5.

Zu zeigen ist nun, dass dimg (V3 +V2) = (n+m) + (n+ k) —n = n+ m + k ist. Wir zeigen, dass
(U1, ... Up,V1,... Uy, w1, ..., wg) eine Basis von V; + V4 ist. Sicherlich ist die Familie ein Erzeugendensy-
stem, denn sei € V3 4 Vo, dann gilt 2 = ), ; iz} + ZjeJ M]m? mit x} € V7 und xf e V.

1

Jedes z;, z? kann man als Linearkombination von Vektoren (ui,...,un,v1,...,0y) geschrieben werden,

insbesondere ist « eine Linearkombination von (u;,vj,wy), i=1,...,n,j=1,....m,I=1,... k.

Zur linearen Unabhéingigkeit: Sei

0= Z)‘iui —I—Z,ujvj —i—mel.

icl jed leL
Wir setzen v = Z Aty + Z,ujvj c V.
iel jeJ
Es gilt aber —ov = Zlﬂwl e Vs,
leL
damit gilt v € V1 UV, und somit v =}, _; Aju;. Die Linearkombination in Vi aus (u1,...,un,v1,. .., Un)

ist aber eindeutig, also folgt: \; = A}, i =1,...,n und p; =0, j = 1,...,m. Damit ist aber auch x; = 0,
Il=1,...,kund \; =0firi=1,...,n. O

Bemerkung: In der Summenschreibweise ist das Weglassen der Indizes nicht uniiblich.

Satz 3.13
Es sei V ein K-Vektorraum, W C V ein Untervektorraum. Wir schreiben z ~ y, falls x — y € W, fir
z,y € V. Dann gilt:

i) ~ ist eine Aquivalenzrelation

i) Auf V= V' /~ gibt es genau eine Vektorraumstruktur, sodass die Abbildung p : V' — V,x— [x] zu ei-
nem Vektorraumhomomorphismus wird. Hierbei entspricht [x] die der zu x gehorigen Aquivalenzklasse.

Beweis:
i) (a) Reflexivitit: t —x=0und 0 €W = zx~zx
(b) Symmetrie:x ~y = z—yeW = —(z—yeW = y—zeW = y~u=x

(¢) Transitiwitit: x ~y, y~2z = z—yeWy—zeW = @@-y+{y—2eW =
r—zeW = zx~z

Da alle Axiome fiir Aquivalenzrelationen erfiillt sind, handelt es sich bei ~ um eine Aquivalenzrelation.
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ii) Es seien z,y € W. Dann gilt [z] = p(z), [y] = p(y) € V/~. Wir rechnen

2] + [y) = p(2) + p(y) "2 [z +yl,

ebenso A[z] = [Az]. Zur Wohldefiniertheit dieser Abbildung rechnen wir z,Z,y,y € V mit [x] = [z],
[y] = [¥] und es gilt
(z+y)-@+y =(-—1)+y—y) W,
—_— ==
ew ew
also auch (z + y) ~ (Z + y) und ebenso [z + y] = [T + y]. Wir sehen durch einfaches Nachrechnen

sofort, dass V mit Verkniipfung + und Skalarmultiplikation A[z] = [Az] zu einem Vektorraum wird.

Nachdem p surjektiv ist, sind + und - fiir alle Elemente aus 1% festgelegt, die Vektorraumstruktur ist

also eindeutig.

Definition 3.14 — QUOTIENTENVEKTORRAUM

Sei V wie in Satz 3.13 festgelegt. Dies, zusammen mit der dortigen Vektorraumstruktur, heifit QUOTIENTEN-
VEKTORRAUM V =V /117 .

Bemerkung: Es sei F : V — W linear, Vi = ker(F'). Dann wurde im Beweis der Dimensionsformel ein
Untervektorraum Vo C V' konstruiert mit Vo = Im(F'), sodass V = V; @ V. Wir zeigen im neuen Jahr,
dass gilt: Im(F) =2 V/v,.

Beispiel: V =R?

T2
U+WwW=V
w
r=ut+w,uelU
° veV
0 T1
U

Jeden Vektor in U kann man folgendermaflen mit einem Vektor in V/ W identifizieren:

p(z) = p(u+w) = p(u) + p(w) = p(u) + 0 = p(u)
Fiir p(x) ist dann nur der Anteil von W ausschlaggebend. p|v ist dann auch injektiv, denn p(u) = 0 <=

u=0,denn p(y) =0 <= ye€ W und WNU = {0}.

Satz 3.15 — HOMOMORPHIESATZ

Es seien V, W K-Vektorrdume, F € Homg(V,W). Dann existiert genau eine lineare Abbildung F :
V /ker(F) — Im(F) mit F(z) = (F op) () fiir alle z € V. Diese Abbildung F' ist ein Vektorraumisomor-

phismus.

41



Beweis: Wir betrachten F € Homg (V, F(V)) mit ﬁ(m) = F(z) fir allez € Vund p: U = V /ker(F)
die Quotientenabbildung. Zu y € V /ker(F) sei € p~* ({y}). Wir setzen dann F(y) = F. Die Wohldefi-
niertheit folgt aus

p(z) =p(&) <= z—Z€ker(F) « Flz—%)=0 < F(z—i)=0 < F=F.

(¥) hiingt also nicht von der Wahl des Repriisentanten = € p~! ({y}) ab und ist dank der Surjektivitit
von p~! auch nie leer. Damit definiert (x) eine Abbildung F' : V /ker(F) — Im(F). Die gewiinschten
Eigenschaften aus F folgen:

1. F ist linear, denn F(y + /) = F(z +2') = F(z) + F(2') = F(y) + F(y') mit z € p~! ({y}) und
2" € p~t ({y'}). Ebenso folgt A\F(y) = F(\y).

2. F ist surjektiv, denn F war surjektiv.

3. F ist injektiv, denn F(y) =0 = F(z) =0 = y = p(z) = [2] = 0.

Bild:

ol

V/ker(F)

Bemerkungen:
1. Man sagt, F induziert den Isomorphismus F.

2. Wir vergleichen mit der Dimensionsformel (bzw. deren Beweis), ndmlich dimg (V') = dimg (ker(F)) +
dimg (Im(F')). Wir konstruieren V5 = Im(F'), sodass V, @ ker(F) = V. Der Satz besagt, dass V5 =
V [ker(F)

Satz 3.16 — ISOMORPHIESATZ

V sei ein K-Vektorraum, Vi, Vo C V seien Untervektorrdume. Dann gilt:
L (Vi+Va)/vy 2Va/(VinVa)

2. Falls aulerdem gilt: V3 C Vo C V, so folgt:
Vv o~
/Vl/Vz/Vl ~ V/v,
Beweis: Ubung.

Beweisideen:

1. Wir benutzen F : Vo — (V1 +V2)/V; , x + [z]. Zu zeigen ist dann: Im(F) = (V1 + V2)/v;, ker(F) =
Vi N V,. Anwendung von Satz 3.15 liefert das Ergebnis.

2. Sei F:V/vy — V/V, mit [z] — [z]. Zu zeigen ist, dass gilt: Im(F) = V /4, ker(F) = Va/V; . Mit
Satz 3.15 folgt dann wieder die Aussage.
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4. Matrizen

4.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

Definition 4.1 — MATRIZEN

Es sei X eine Menge, m,n € N. Dann heifit ein rechteckiges Schema

a1 a2 - Q1in
ag1 Qg2 - G2q .
A= ] . ) i mit a;; € X
Am1l Am2 - Gmn
eine (m x n)-MATRIX. Die a;; heiflen Eintrége von A. Weiterhin heifit (a1, a2, ..., a;,) die i-te Zeile von

A und (aij, agj, . . - ,am]-)—r die j-te Spalte von A. Dabei heifit ¢ Zeilenindex und j Spaltenindex.

Mit Mat x (m x n) bezeichnen wir die Menge aller m x n-Matrizen mit Eintrigen aus X. Im Folgenden sei
K ein Korper.

Satz 4.2 — MATRIZEN SIND LINEARE ABBILDUNGEN

Mat g (m x n) trigt die Struktur eines K-Vektorraums, sodass gilt:

K™ = Mat x(m x n) = Homg (K", K™)

Beweis: Auf Matg(m x n) definieren wir Addition und Skalarmultiplikation eintragsweise. Wir sehen
sofort, dass Mat g (m x n) damit zu einem K-Vektorraum wird. Fiir die Isomorphie zu K™™ betrachten
wir die Abbildung

ail
a1
Matg(m x n) — K™™,  a;; —
apl
annl
Diese Abbildung ist ein Isomorphismus.
Fiir die Isomorphie zu Homg (K™, K™) benotigen wir
Matg(m x n), A Fa,
wobei Fy(x) = Az mit (Ax); = Z?:o a;jrj, ©=1,...,n. Linearitdt l4sst sich leicht nachrechnen. Damit

ist A — F4 ein Vektorraumhomomorphismus iiber K. Wir zeigen nun Bijektivitéit:

Injektivitdt: Es sei Fy = 0 in Homg (K™, K™). Damit folgt sofort, dass 0 = Fa(e;) = (aig,. - S mk) |,
wobei e; der j-te kanonische Einheitsvektor ist und £ = 1,...,n. Damit folgt a;; =0 fliri = 1,...,m,
j=1,...n. Somit ist die Abbildung injektiv.

Surjektivitit: Es sei F € Homg (K™ K™). Wir sehen F(ex) = (aik,...,ami) ' fir k = 1,...,n. Die
Matrix A sei nun die Matrix mit den Spaltenvektoren (a1, ...,ams) ' . Man sieht, dass Fq = F,

denn F4 und F stimmen auf einer Basis des K™ iiberein und sind nach Satz 3.3 gleich.
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Bemerkungen:

i) Die Spaltenvektoren von A sind die Bilder der Basisvektoren e; des K"

ii) Die Nacheinanderausfithrung linearer Abbildung entspricht der Matrixmultiplikation: Seien Fga :
K" — K™, Fg : K™ — K' linear. Dann ist durch Fg o F4 eine lineare Abbildung K" — K

definiert. Es gilt

n
FgoF4=Fs mit C:Cij = Zaisbsj.
s=1

Wir schreiben C' = B - A. Die Formel fiir das Matrixprodukt wurde in den Ubungen hergeleitet.

iii) Mit der Nacheinanderausfiihrung bilden die Endomorphismen von K™ — K" einen Ring, also gilt

dass ebenso fiir n X n-Matrizen mit dem Matrixprodukt.

iv) Die Falksche Regel bietet eine Moglichkeit, Matrizen iibersichtlich miteinander zu multiplizieren:

’B: l Spalten, n Zeilen

/brr> by

by

bnl

C12 C11

Am1 Am2 e Amn Cm1 Cm?2 Cml
A: n Spalten, m Zeilen C = A - B: [ Spalten, m Zeilen

v) Matrixmultiplikation von A und B ist nur méglich, wenn A genauso viele Spalten besitzt wie B

Zeilen. Insbesondere ist nur dann F'4 o F'g definiert.

vi) Spezialfall: Matg(n x 1) = K™. Fiir x € Matg(n x 1), A € Matg(m xn) ist A-z = Fa(x).

vii) Die Matrix

1 0 0
1
E, = 0 n
0
0 0 1

heifit Einheitsmatrix (manchmal auch mit Z bezeichnet) und es gilt Fr, = Idgn.
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Definition 4.3 — TRANSPONIERTE UND INVERSE MATRIZEN

Es seien m,n € N.

1. Sei A € Matg(m x n), mit Eintriigen a;;. Die Matrix AT € Mat(n x m) mit Eintriigen a;; ist die
zu A TRANSPONIERTE MATRIX.

2. A € Matg (n x n) heifft INVERTIERBAR, falls eine Matrix A~! € Matyx(n x n) mit A=+ A =E,.
Bemerkungen:

i) A € Matg(n x n) ist invertierbar <= F4 € Homg (K™, K™) ist isomorph.

ii) Wir schreiben rg(A) = rg(Fa), Im(A4) = Im(F4), ker(A) = ker(Fa).

iii) Die Eintriige der Einheitsmatrix E,, sind gegeben durch 1, falls Zeilenindex = Spaltenindex, 0 sonst.

Eine alternative Schreibweise bietet das Kronecker-Delta:

1, fallsi=j
0ij =
0 sonst.

iv) Verfahren zum Finden der inversen Matrix: Gegeben sei A € Matg (n x n) invertierbar. Wir 16sen

nun die Gleichungssysteme

Az =e;=(1,0,0,...,0)"
Azo = ey=(0,1,0,...,0)"

Az, = e,=(0,0,0,...,1)7

Mittels des GauB-Jordan-Verfahren ist diese Losung eindeutig. Nun sei B = (x1, 2, ...,x,). Dann
gilt A-B =E,, also ist B = A™!, denn fiir invertierbare Matrizen A mit Inversem A~! gilt AA~! =
AT1A=E,.

Zusatz:

Als lineares Gleichungssystem (iiber K) bezeichnen wir einen Ausdruck der Form
Ax =b

mit b € K, A € Matg(m x n) und gesuchtem z € K.

Alle Aussagen zu linearen Gleichungssystemen aus Kapitel 0 (dort nur iiber R definiert) gelten auch fiir

lineare Gleichungssysteme iiber K.

Bemerkungen:
i) Ist A invertierbar, so ist z = A~!b die eindeutige Losung des Gleichungssystems.
ii) Im allgemeinen Fall ist die Lésungsmenge des linearen Gleichungssystems gegeben durch Fgl({b}).

iii) Ebenfalls ldsst sich jede Matrix iiber K wie in Kapitel 0 durch Zeilenoperationen und Spaltenver-
tauschung auf Normalform bringen. Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems kann man

durch Betrachtung der erweiterten Koeffizientenmatrix bestimmen.

iv) Zeilenoperationen lassen sich als Anwendung von sogenannten Elementarmatrizen schreiben. Diese

Elementarmatrizen sind invertierbar (siehe Ubungsblatt).
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Definition 4.4 — ALLGEMEINE LINEARE GRUPPE

Die Gruppe der invertierbaren n x n-Matrizen itiber einem Korper K bezeichnet man als ALLGEMEINE
LINEARE GRUPPE, geschrieben GLg (n).

Bemerkung: Die Gruppe ist beziiglich Matrixmultiplikation zu verstehen. Dies ist dieselbe Gruppe wie
die der linearen Abbildungen von K™ nach K™.

4.2 Lineare Abbildungen zwischen allgemeinen Vektorraumen und

deren Matrixdarstellung

Es sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Dann gilt V = K. Fiir eine gegebene Basis von V kénnen wir
auch einen kanonischen Isomorphismus von V' nach K™ mit I : v; — e; finden. Wir bemerken zunéchst, dass
Matg (I x n) = (Kl){l""’m}. Mit dieser Identifikation ergibt sich die Matrixmultiplikation als

(Kl){l’””m} x Matg (m X n) — (Kl){l’m’n}

(bl,. . .,bm) X (aij) — (i ailbi, iaigbi, e, iambi>
i=1 i=1 i=1

Wir verallgemeinern dies folgendermaflen:

Definition 4.5

Es sei W ein K-Vektorraum, m,n € N. Dann setzen wir

Wibomb s Mat g (m x n) — W

(wi,...,wm) X (ai;) — <i a; 1wy, i AoWs, . . ., i amwi>
i=1 i=1 i=1
kurz: (B,A) +— B-A,
falls B = (wi, ..., wy) € Wib-ml A = (a;;) € Matg(m x n).
Nun seien V, W K-Vektorrdume, F' € Homg (V, W), A = (v1,...,v,) eine Basis von V| B = (w1, ..., wn)
eine Basis von W. Dann existieren a;; € K mit F(v;) = > /", a;;w; fiir alle j = 1,...,n. Nach Satz 3.3 ist

die Darstellung eindeutig. Mit A = (a;;) € Matg (m x n) gilt F(A) = (F(v1),...,F(v,)) = B- A im Sinne
der Definition.

Spezialfall: V.= W, F = 1Id, (v1,...,0m) = (w1,...,wn) - (a;;) ist kurz fiir v; = Y /%, a;;w; fiir alle
j =1,...m. Wir stellen also den j-ten Basisvektor v; als Linearkombination in einer anderen Basis
dar.

Definition 4.6 — DARSTELLENDE MATRIX, BASISWECHSELMATRIX
Seien V, W K-Vektorrdume, A = (vy,...,v,) eine Basis von V', B = (wy,...w,,) eine Basis von W.
1. Fir F € Homg (V,W), F(vj) = >1", a;jw; fir j =1,...,n und a;; € K bezeichnet
%n € Matg(m x n)
die DARSTELLENDE MATRIX von F' beziiglich der Basen A und B

2. Falls V =W, F =1d € Endg(V), dann heifit M(B, A) = M(B, F, A) die BASISWECHSELMATRIX von
A nach B.

46



Bemerkung: Wir kennen die kanonischen Isomorphismen I4 : V — K" v; — ¢; € K" und Ig : V —
Km™uvj—=e; € K"miti=1,...,n,j=1,...,m. Dann gilt

IgoFo I;tl(ei) = Ip(F(v;))
= IB <Z ajiwj)
=1
j=1

Dies ist die j-te Spalte von A = (a;;) = M(B, F, A), also
IBOFOA: FM(B,F,.A)-

Wieder gilt: Die Spalten von M(B, F, A) sind die Bilder der Basisvektoren, allerdings nun geschrieben
durch Koeffizienten in der Basis B. Nachdem I4,I5 Isomorphismen sind, gilt rg(F) = rg(Fyvs,ra)) =
rg(M(B, F, A)) (ebenso fiir dim(ker(F))).

Fir V=K" W =K", A= (e)i=1,.n, B = (€j)j=1,..,m Standardbasen von VW, B € Matg(m x n)
gilt: M(B, F, A) = B. Als Diagramm:

vV ———— W Wi
vi o 30 ajjw;

Iq I

€; Kt—m s Km €;

IlgoFoI;\1

Bemerkung: Im Basiswechselfall V =W, F =1d, M(B, F, A) = M(B, A) = (a;j) eine Basiswechselmatrix,
so ist die Standardfrage:

»2Angenommen, r = Z;”:l Ajv; — also x dargestellt als Linearkombination der Basisvektoren
mit Koeffizienten \; — wie lauten die Koeffizienten j; von x beziiglich der anderen Basis B7*

Antwort:
w=30 Ay 1d WT= iy Wi
14 I
Igoly!

A Kn —— S K™ A

1 FM(B,A) 1951 1
= M(B,A)
An Hm Am
= i = )5 A
Satz 4.7

Es seien V, W Vektorrdume iiber K mit Basen A = (vy,...,v,), B = (w1,...,wy), F' € Homg(V,W).
Dann gilt fiir alle Spaltenvektoren z € K™ = Matg (n x 1):

F(A-z)=B-M(B,F, A)x
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Beweis: A-z = (v1,...,v5) - (21,...,2,)" = 2?21 xjv; nach Definition 4.5, also gilt F'(A - z) =
S xiF(vy) = (F(v1),...,F(v,))(z1,...2,) " = F(A)-x. Mit Definition 4.6 ist das genau B-M(B, F, A)z.

7j=1
O
Korollar 4.8
Es sei V ein K-Vektorraum mit Basen A = (vy,...,v,), A= (01,...,0n), W ein K-Vektorraum mit Basen

B=(wi,...,wn),B=(w1,...,0,) und es sei F € Homg (V, W). Dann gilt
M(B, F, A) = M(B, B) - M(B, F, A) - M(A, A).

Beweis: Wir setzen die Spalten von M(A, A) in Satz 4.7 ein und erhalten M(B, F, A) - M(A, A) =
M(B, F, /T), denn A - z; = 0;, wenn x; die j-te Spalte von M(A, ./T) ist. Der niichste Schritt folgt analog.
O

Als Diagramm:

Fys,ra)
\ F /
F M(A,A) / M(B B)
M(é,F,A

Bemerkungen:
i) Es gilt M(A, A) = (M(A, A))~, insbesondere sind diese Matrizen invertierbar (siche Ubung)
i) Sind U, V,W K-Vektorriume mit Basen A, B,C, F € Homg (V,W),G € Homg (U, V), dann gilt

M(C, F oG, A) = M(C, F, B) - M(B,G, A).

iii) Die Ergebnisse aus der Rechnung mit Matrizen lassen sich nun auf die linearen Abbildungen iibertragen.
Insbesondere gibt es zu F' € Homg (V, W) Basen A von V', B von W, sodass gilt:

M(B, F, A) = , r=1g(F)
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5. Dualraume

K sei wie immer ein Kérper. Wir betrachten den K-Vektorraum V mit Basis A = (vq,...,v,) und
Iq:V = K" Ig(vv1 + ...+ 2,0,) = (21,...,2,) " wie gehabt. Nun sei fiir j = 1,...,n

V?ZV—)K, V}*(Jclvl—l—...—&—xnvn):xj.

Es ist leicht zu sehen, dass V;* € Homg (V, K). Weiterhin ist (vf,...,v;) eine Basis von Hom (V, W).

rn

Beweis:

EBrzeugendensystem: Sei F' € Homp (V, K). Wir setzen F(v;) = );, dann ist F' = 377 ) Ajv}, dank der

Linearitat von F'.

Lineare Unabhdngigkeit: Es sei Z?:1 Ajvi =0, dann gilt 0 = (Zn )\jv;-‘) (vi) =\ firallei=1,...,n.

j=1
O
Definition 5.1 — DUALRAUME
V sei ein K-Vektorraum.
i) V* = Homg(V, K) heifit DUALRAUM (bzw. ALGEBRAISCHER DUALRAUM) von V
ii) Falls A = (v1,...,v,) eine Basis von V ist, so heifit (v7,...,v}) mit v € V*, vi(v;) = d;; fiir alle
i,j=1,...,n die zu A DUALE BASIS
Bemerkung: Vektoren in V* heiflen LINEARFORMEN
Satz 5.2
Sei dimg (V) = n < oo, dann gilt
i) Zu jeder Basis A von V existiert eine eindeutige duale Basis und diese ist eine Basis von V*
ii) V und V* sind isomorph, insbesondere ist dimg (V*) =n
Beweis: klar. O
Beispiele:
i) V.=R" Dann ist @ = (ay,...,a,) € Matg(1l X n) eine Linearform, denn

alz) = (ar,...,an) - (T1,...,2,) = Zaja:j eR.
j=1

Nach Satz Satz 5.2 sehen alle Linearformen in (R™)* so aus.
if) K™ ebenso.
iii) V' =R® = Abb(R, R), dann ist a;(f) = f(1) eine Linearform.

iv) V = C°(R,R) der Raum der 0-mal stetig differenzierbaren Funktionen, dann ist aq(f) = fol f®)dt

eine Linearform.

v) V =C*(R,R) der Raum der co-oft stetig differenzierbaren Funktionen, dann ist az(f) = f'(1) eine

Linearform.
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Korollar 5.3
Sei V ein K-Vektorraum, z € V' \ {0}. Dann existiert ein a € V*, sodass a(x) # 0.

Beweis: Falls dimg (V) < oo, ergéinzen wir = zu einer Basis von V', ndmlich A = (v = x,v9,...,v,) und

setzen a(v1) = 1, a(v;) = 0 fiir j # L.

Im unendlichdimensionalen Fall kann man — analog zum Existenzbeweis der Basis eine Basis (v, )qcs finden,

sodass ag € I existiert mit = v,. Der Rest folgt analog zum endlichdimensionalen Fall. O
Satz 5.4
V, W seien K-Vektorrdume, F € Homg (V, W), a € W*. Wir schreiben F'" (o) = a0 F. Dann gilt:
i) F'(a) € V* und FT € Homg (W*,V*)

ii) Die Abbildung F + F'T ist ein injektiver Vektorraumhomomorphismus iiber K mit Homg (V, W) —
Hom g (W*,V*)

iii) Falls V, W eindlichdimensional sind, so ist F' ++ F'" ein Isomorphismus.

Beweis:
i) Folgt mit Lemma 3.2 und den iiblichen Rechenregeln fiir lineare Abbildungen.

i) K-Linearitit: Wir rechnen mit der Linearitit von a:

(F+) (0) =ao(F+G)
=aqoF+aoG
=F"(a)+ G (a)
=(F'+G")(a)

Die Skalarmultiplikation folgt komplett analog.

Injektivitit: Wir betrachten Proposition 3.4, also F' injektiv <= ker(F) trivial.

Sei also F' # 0, dann existiert ein « € V mit y = F(z) # 0. Nach Korollar 5.3 existiert ein
a € W* mit a(y) # 0. Damit folgt aber (F'(a))(z) = (a0 F)(x) = a(y) # 0. Damit ist
FT(x) #0, folglich auch F'T # 0.

iii) Es sei dimg (V) = n, dimg (W) = m. Damit gilt dimg (Homg (V,W)) = n - m. Ebenso ist aber nach
Satz 5.2 dimg (Homg (V, W)) = n-m. Damit ist die Abbildung nach der Dimensionsformel surjektiv.

O

Definition 5.5 — DUALER HOMOMORPHISMUS

F'T definiert wie oben heifit der zu F DUALE HOMOMORPHISMUS, bzw. der zu F' TRANSPONIERTE HOMO-
MORPHISMUS.
Bemerkung: Wir erinnern uns an die transponierte Matrix AT mit Eintrigen (a;rj) = (aj;).

Satz 5.6
V, W seien K-Vektorrdume mit Basen A und B respektive, F' € Homg (V, W). Dann gilt:

M(B,F,A)" = M(A*,F",B*)

Beweis: Ubung.
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Satz 5.7
V, W seien K-Vektorrdume. Dann gilt:
i) Die Abbildung V' — (V*)*,x — (mT)T mit (mT)T(a) = «(x) ist ein injektiver Vektorraumhomo-

morphismus iiber K, der im Fall endlicher Dimension von V surjektiv und damit ein Vektorraumi-

somorphismus ist.

Die Abbildung wird als KANONISCHE INJEKTION, bzw. KANONISCHER ISOMORPHISMUS, von V' nach
(V*)* bezeichnet.

ii) Falls F' € Homg(V,W), dann gilt fir F'T = (FT)T, dass (F(z))'T = FTT(2"T). Im endlichdi-
mensionalen Fall gilt also (bis auf kanonische Isomorphismen F(x) ++ F(z)" T,z + 2'T), dass F

mit FT T iibereinstimmt.

Beweis:
1) Linearitit: Wir rechnen erneut mit der Linearitét von a:

(+9) T (0) = ala+y)
= a(z) + a(y)

Die Skalarmultiplikation folgt komplett analog.

Injektivitit: Es sei  # 0, dann existiert nach Korollar 5.3 ein o € V*, also folgt = T (a))a(x) # 0.
Damit ist der Kern trivial und die Abbildung injektiv.

Surjektivitit: Tm Fall dimg (V) = n < oo folgt Surjektivitit mit der Dimensionsformel.

ii) Es gilt fiir F' € Homg (V, W), x € V, « € V*, dass

Bemerkung: V** = (V*)* heifit BIDUALRAUM von V.
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6. Determinanten

6.1 Permutationen und ihre Signatur

Definition 6.1 — PERMUTATION, SYMMETRISCHE GRUPPE

Es sei X eine endliche Menge. Mit Sym(z) bezeichnen wir die Menge
Sym(z) = {7 € Abb(X, X): 7 bijektiv}.

Eine solche Abbildung 7 € Sym(X) heifit PERMUTATION, Sym(X) heiffit SYMMETRISCHE GRUPPE iiber X.

Bemerkung: Die Symmetrische Gruppe ist eine Gruppe beziiglich Hintereinanderausfiihrung.

Wir wihlen nun eine Orientierung von zweielementigen Teilmengen von X, s : X x X — {—1,1,0} mit

S($7y) = _8(y7x)
und s(z,y) =0 <= z=y.

Definition 6.2 — SIGNATUR, FEHLSTAND
Es sei m € Sym(X), dann ist
H S(T('(QC)7 W(y))
s(z,y)
definiert als die SIGNATUR von 7. Dabei wird das Produkt iiber alle ungeordneten Paare z,y gebildet, d.h.

sign(7) =

iiber alle zweielementigen Teilmengen {x,y : z # y} C X.

Beispiel: © = {1,2,3}, s(1,2) = 1,5(1,3) = 1,5(2,3) = 1, (1) = 3,7(2) = 2,7(1) = 3. Dann ist

o s(r(1),7(2) s(r(2),7(3)  s(n(1),7(3))
sign(m) = s(1,2) ’ 5(2,3) s(1,3) -

Bemerkung: Die Signatur von 7 hédngt nicht von der Wahl der Orientierung ab: Sei ¢ eine andere Orien-

tierung auf X2 = X x X, welche sich auf n ungeordneten Paaren unterscheidet. Dann gilt:

[[1e0) _ i)

s(w,y) s(m(z), m(y)

Damit gilt aber auch:

s(m(z), m(y)) tr(2),m(y)) - s(m(x), w(y)) - Lz, y)
I 8(% ) -1l t(m(x),m(y)) - s(z,y) - t(z,y)
()

m(x), 7(y)) 1\ —
~IT*2 ) — ey =

Wir bezeichnen eine zweielementige Menge {z,y} als sog. FEHLSTAND von T, falls s(x,y) # s(w(x), 7(y)).
Wir bekommen damit die alternative Definition:

sign(m) =

<

Alternative Definition 6.3 — SIGNATUR

Anzahl Fehlstinde
. von m
sign(7) = ( - 1)

Satz 6.4
Die Signaturabbildung sign : Sym(X) — {—1,1} ist ein Gruppenhomomorphismus mit —1,1 als iibliche
multiplikative Gruppe.
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Beweis: Wir rechnen:

sign(roo) = H s(r(o(2)), (o))

s(o(x),o(y)
= sign(w) sign(o)
O
Definition — ZvYKLUS
Wir betrachten x1,...,z; paarweise verschiedene Elemente in X. Ein ZYKLUS ist eine Abbildung (mit
Sym(X)), welche x; auf xq, zo auf z3, ..., 2 auf 27 abbildet, alle anderen Elemente in X bleiben gleich.

Bemerkung: Wir sehen, dass ein Zyklus der Linge k die Signatur (—1)¥~1 besitzt, denn die Fehlstinde
eines Zyklus’ sind leicht zu sehen.

Satz 6.5
Jede Permutation ist (bis auf Reihenfolge) eindeutig als Produkt disjunkter Zyklen darstellbar.

Beweis: Sei m € Sym(X). Wir zerlegen X in sogenannte Bahnen von 7. Aufgrund der Endlichkeit von

X und Bijektivitit von 7 kénnen

z,7(x),7? = (mon)(z), 7 (x),...
nicht verschieden sein. Nun sei n € N die kleinste Zahl, sodass 7" (z) = {z,7(z),..., 7" 1(z)} ist. Dann
gilt aber 7" (z) = x und wir schreiben B = {z, 7 (z),...,7" ()} ist eine Bahn von 7.

Auf der Menge B operiert m immer wie ein Zyklus

oplz,m(z),..., 7" (x)).

7T:HO'B.

Damit ist

O
Korollar 6.6
Jede Permutation ist ein Produkt von Transpositionen (d.h. Zyklen der Linge 2).
Beweis:
(x1,...,2k) = (Tg, x1)(Tp—1,21) . .. (T2, 21)
O
Satz 6.7

sign ist der einzige nicht-triviale Gruppenhomomorphismus Sym(X) — {—1,1}.

Beweis: Wir betrachten zwei Transpositionen (z,y), (', y") und eine beliebige Permutation 7 mit 7(z) =
o', 7(y) = y'. Dann folgt (2/,y') =7~ 1o (x,y)om.
Sei nun S : Sym(X) — {—1,1} ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt S(2’,y') = S(7~1) - S((z,y)) -
S(m) = S((x,y)). Nun gibt es aber zwei Fille:

1. S(r) =1 fiir alle Transpositionen 7, es folgt S(7) = 1 fur alle 7 € Sym(X)

2. S(1) = —1, dann gilt S(7) = (—1)", wenn 7 als Produkt von n Transpositionen geschrieben werden

kann. Dies ist aber die Signaturabbildung, denn n ist gerade die Anzahl an Fehlstéinden von 7.

O
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6.2 k-Formen

Definition 6.8 — MULTILINEARE ABBILDUNG

Sei V ein k-Vektorraum. pu : V¥ — K heiit k-stellige MULTILINEARE ABBILDUNG (bzw. MULTILINEAR-

FORM), wenn sie linear in jedem Argument ist, d.h.:
wlz, .. A + Yy, xk) = MA@, ..,z Tk)
+M($17---7yja---7$k)

Definition 6.9 — K-FORM

Eine k-stellige Multilinearform p : V¥ — K heift ALTERNIERENDE MULTILINEARFORM oder K-FORM,
wenn die beiden folgenden (dquivalenten) Bedingungen erfiillt sind:

1. p(z1,...,z,) =0, falls in dem Tupel x4, ...,z ein Vektor zweimal vorkommt
2. p(x, .oz Az, x) = (@1, @, o) MItAEK L <iFE j <k

Bemerkung: Die Aquivalenz folgt aus der Multilinearitét, denn

p(ze, .,z + Az, . xp) = (T, o Ty Ty, T)

+ Az, g, T, T)

Lemma 6.10

i) Linearkombinationen von k-Formen sind wieder k-Formen.

i) Sei Fyy — U linear, u eine k-Form auf U. Dann ist

pf(ze, . x) = pw(F(xy),. .., F(xzy))
eine Linearform auf V.

Bemerkung: Mit A¥V bezeichnen wir den Vektorraum der k-Formen auf V. Insbesondere gilt A'V = V*,

Lemma 6.11

Sei € AFV, dann gilt fiir z1,... 2, € V, 1 <i < j <k, dass

(15 Ty Ty ey X)) = — (T, o Ty Ty T).
Beweis:
/L({El, s Ly ,il'j, 7:Uk?): u(xlu"wxiw"awj+xi7-~~xk)
= X1, T4, x5+ Tiy ., Tg)
= WT1,0 =Ty Tiye e, TE)
= —p(T1,. o Ty, Ty, Th)

O
Bemerkung: Angenommen, die Charakteristik eines Korpers x(K) # 2, dann ist jede Multilinearform mit
der Eigenschaft aus dem Lemma auch alternierend, denn

(T Xy Ty ey T) = — (T e ooy Ty Ty, X))

= 0= pw(x1, ., iy Tiy...,Tk)

fiir x(K) # 2
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Korollar 6.12

Sei p eine k-Form auf V., 7: {1,...,k} — {1,...,k} eine Permutation und z1,...,z; € V, dann gilt:

(Zr(1)s -+ Tr(y) = sign(7T) - p(xe, ..., Tk),

wobei sign(7) = 0, falls 7 ¢ Sym({1,...,k}).

Beweis: Ist 7 nicht bijektiv, so existiert ein i # j mit 7(i) = 7(j), also pu(2,(1),..., 7)) = 0. Sonst ist

7 ein Produkt von Transpositionen, von welchen jede ein Vorzeichen —1 abgibt. O
Satz 6.13

Sei (vi,...,vy) eine Basis von V. Dann ist n festgelegt durch die Werte p(v;,, ..., v;,) fiir alle 1 < iy <

o < ...<1tp <n.

Beweis: Um p eindeutig zu bestimmen, reicht es — wie bei den linearen Abbildungen auch — aus, die

Werte auf der Basis zu kennen, also die o; = p(vjy,...,v;,), mit jp € {1,...,n}.

Falls die j; paarweise verschieden sind, so kénnen wir diese mit einer Permutation 7 aufsteigend sortiert

aufschreiben als i;, ..., und erhalten a; = sign(7) - p(vi,, ..., vi,).

Sind die j; nicht paarweise verschieden, so gilt automatisch a; = 0. O

Korollar 6.14

Falls n < k, so ist 0 die einzige k-Form auf V, falls dimg (V) = n.

6.3 Determinanten

Satz 6.15

Sei vy, ..., v, eine Basis von V', V ein K-Vektorraum und 8 € K. Dann existiert genau eine n-Form g auf
V™ mit p(v,...,v,) = 6.

Beweis: Eindeutigkeit folgt mit k& = n aus Satz 6.13. Wir konstruieren nun p mit den richtigen Eigen-
schaften, also p(vr(1),...,vr(n)) = sign(7)p fiir alle 7 : {1,...,n} — {1,...,n}. Wir betrachten fiir ein
festes 7 € Sym({1,...,n}) die Multilinearform v(z1,...,2,) = W(Zr(1), .- -, Ta(n)) Es gilt:

V(U‘r(l)a s avT(n)) = M(vT(ﬂ'(l))) s avT(w(n)))
sign(rom) -
= sign(7) sign(w)B

Damit folgt aber, dass (1), ..., Tr(n)) = sign(m) (1, ..., z,). Falls also x(K') # 2, so ist u alternierend.

Ist x(K) = 2, miissen wir zeigen, dass p # 0, falls zweimal der gleiche Vektor eingesetzt wird. Wir
nehmen der Einfachheit halber an, dass dies im ersten und zweiten Argument geschieht. Zu zeigen ist also

wla, a,vig, ..., ;) = pla,a,...)=0.

Es sei a = 77 \juj, also
wla,a,...)= Z )\?u(vj7vi, )+ Z Aidj (v, 5, .) + XAy, by, . .) =0,
j=1 i<j

denn p(vj,vj,...) = 0 und p(v;,vj,...) + p(vj,v;,...) =0. O
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Korollar 6.16

Sei V ein K-Vektorraum mit dimg (V') = n und p sei eine nicht-triviale (d.h. p ist nicht die Nullabbildung)
n-Form auf V. v sei eine weitere n-Form auf V. Dann existiert ein 8 € K, sodass v = [Su.

Definition 6.17 — STANDARD-n-FORM

Sei (e1,...,e,) die Standardbasis des K™. Dann heifit die eindeutige n-Form po mit po(eq,...,en) = 1
STANDARD-n-FORM DES K".

Definition 6.18 — DETERMINANTE

Es sei A € Matg (n x n) mit Spalten a;. Dann ist
det(A) = po(ag,...,an)

die DETERMINANTE von A.
Bemerkung: In anderen Worten: Die Determinante von A ist eine alternierende Form in den Spalten von
A, festgelegt durch det(E,) = 1.

Lemma 6.19 — LEIBNIZ-FORMEL

Sei (aij)i7j:17_,,,n, dann gilt

det(A) = Z sign(m) H ar(j),;, mit S, =Sym({1,...,n}).

TESR j=1
Beweis: Dies ist eine Konkretisierung von Satz 6.13 fiir kK = n. Wir rechnen:

det(A) = po(v1y ..., vn)
= Mo (Z?:l Ai1€4y .- -, Z;‘l:l ainei)

= Z:U‘O(GJT(l),leT(l), cey aT(n),neT(n))

= Z H aT(j)ajuo(eT(1)7 s ae‘r(n))

T j=1

= Z H ar(j),; sign(7)

T g=1

= > sign(m) [ [ any
j=1

TES,

Beispiele:
i) n=1:det((a)) =a
i) n=2:

a a
det 11 12 :1~a11~a22+(—1)'a21'612
a1 a22

iii) n=3:
ailr a2 ai3
11022033 + (21032013 + A31G12023
det asy a9 a3 =
—021012G33 — 011032023 — 431022013
az1 asz Ga33
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iv) Eine obere Dreiecksmatrix hat die Form

aix a2 aiz ... A1n

a22 A23 e a9n

)

also a;; = 0 fiir © > j.

O v Qp—1n

Apn

Es gilt dann:
n
det(A) = H ajj
j=1

v) Aus den Ubungen kennen wir die Elementarmatrizen E, E?, (zu den Zeilenoperationen Z', Zf;) Fiir

ij
die Determinanten gilt dann:
det(E}) = A, det(E}) =1

vi) Fiir A € Matg(m x m), B € Matg(m x n),C € Matg(n x n) ist

A B
det = det(A) - det(C),
0 C
analog zur obigen Dreiecksmatrix.

Satz 6.20

1. det(A - B) = det(A) - det(B) fiir A, B € Matg(n x n)
2. det(A) =0 <= A singulir
Bemerkung: Folgende Aussagen sind dquivalent:
1. A ist singular
2. A ist nicht regulér
3. A ist nicht invertierbar

4. F'y ist nicht bijektiv

Beweis:

1. Seien by, ..., by die Spalten von B. Wir setzen (b1, ..., b,) = det(Aby, ..., Ab,) = det(A-B). Dann ist
laut Lemma 6.10 p eine n-Form auf K"; aber p(es,...,e,) = det(Aey, ..., Ae,) = det(ay,...,a,) =
det(A). Also gilt 1 = det(A)po und damit ist det(A - B) = det(A)po(b1,...,by) = det(A) - det(B).

2. Ist A reguliir, dann gilt AA~! = E,,, also det(A~1) - det(A) = 1, folglich ist det(A) # 0.

Ist A nicht regulér, sind die Spaltenvektoren linear abhéngig, die n-Form ,,det* ist also gleich Null.

O

Satz 6.21

1. det(AT) = det(A) fiir A € Matg(n x n)

2. ,det* ist eine n-Form in den Zeilen von A
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Beweis: Es gilt

H Qi) = H Ar—1(3)s
i=1 i=1
damit ist
det(AT) = Z sign(m) - H @i (i)
™ i=1
= Z sign(ﬂ') H a7r71(i)’i
T =1
= Z sign(m) H Ar(i),i
™ i=1
= det(A).
O
Bemerkungen:

1. SLg(n) ={A € GLg(n) : det(A) = 1}, die SPEZIELLE LINEARE GRUPPE, ist eine Gruppe

2. Man schreibt oft det(A) = |A]

6.4 Der Laplacesche Entwicklungssatz

Satz 6.22 — CRAMERSCHE REGEL

Es gelte Az = b, mit A € GLi(n), d.h. € K™ ist die einzige Losung des linearen Gleichungssystems.
Dann gilt:
1
Tj = m det(al, ag,...,0;5-1, b7 Ajg1y--- ,an)

Beweis: Es gilt a1x1 + asxzs + ... + anx, = b, also ist

n
det(al, sy @1, b, Aj415---, an) = det(al, sy @1, Zi:l TiQiy Aj41,- - - ,an)
n
= E ZT; det(al, ey A1, G4 A1y - - - ,an)
i=1
=Ty det(A)

O
Notation: Es sei A € Matg(n x n). Mit 4;; € Matg((n — 1) x (n — 1) bezeichnen wir die Matrix, die aus

A entsteht, wenn die i-te Zeile und die j-te Spalte entfernt wird.

Satz 6.23 — LAPLACESCHER ENTWICKLUNGSSATZ
Es sei A € Matg(n xn), jo € {1,...,n}. Dann gilt

n

det(A) = > (=1)"7 - det(Ay,) - aijo-
i=1
Beweis: Wir schreiben
det(A) = det((a1,...,a,)) und aj = Z Q3o €,
Spalten von A «~— =t L. Standardbasis

also

n
det(a, ..., ajy,---,0n) :Zaijdet(al,...,ei,...,an).
i=1
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Wir fithren Permutationen (1,..., 7o) in den Spalten und (1,...,%) in den Zeilen aus, sodass die Matrix die
/ 1 ‘ * \ Zeile
0

A =
.. Rest
AZ]O

Form

besitzt. Es gilt

det(ar,... e ... an) = (=1) DTG~ det(A")
= (—1)"70 - det(Ayj,)-

Dies ergibt dann die Behauptung. O

Definition 6.24 — ADJUNKTE MATRIX

Es sei A € Matg(n x n). Wir definieren die ADJUNKTE, bzw. ADJUNGIERTE MATRIX zu A als Matrix

adj(A) = (9i5)
und  g;j = (=1)"7A4; mit i,5=1,...,n.

Satz 6.25 — CRAMERSCHE REGEL TEIL II

Es gilt
adj(A) - A = det(A) - E,.

Beweis: Es sei ¢; die j-te Zeile von adj(A). Mit Laplace folgt fiir b € Matg(n x 1) — also einen Spal-
tenvektor, dass

n

Cj -b= Z(Cj)lbz

i=1
= det(al, ceey @1, b, Aj41y---, an)
det(A), fallsi=j
0, sonst
Damit folgt die Behauptung, denn mit adj(A) - A = (my;) gilt m;; = ¢; - a;. O

Bemerkungen:

i) Fiir reguléire A gilt also A~ = Z:ﬂgﬁ;, zum Beispiel:

-1
a b\ 1 (d -b
c d S ad—chb \—c a

ii) Man sieht ebenso, dass A - adj(A) = det(A) - E,,.

6.5 Volumen und Endomorphismen

Fiir aq,...,a, € R sei vol(ay,...,a,) das Volumen des Objekts PE(ay,...,a,) = { a1 + ...+ Aa, : 0 <
A <1,j=1,...,n}.

Satz 6.26 — VOLUMEN EINES PARALLELEPIPEDS

Fiir das Volumen eines Parallelepipeds gilt vol(ay,...,ay) = |det(a,...,an)|.
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Beweisidee:
i) Sind (aq,...,a,) linear abhéngig, so gilt vol(as,...,a,) =0.
ii) vol(er,...,e,) =1
iii) Multilinearitét ist klar.

Bemerkung: Es sei B = (v1,...,v,) eine Basis von V. Wir sagen, dass B POSITIV ORIENTIERT ist, falls
det(vy,...,v,) > 0.

Definition 6.27 — VOLUMENFORM

i) Es sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Eine VOLUMENFORM ist eine nicht-triviale n-Form auf
V.

ii) Sei p eine Volumenform auf V, F € Endg (V). Dann ist det(F) durch puf” = det(F) - p definiert.

Satz 6.28

Im K™ gilt:
det(F4) = det(A)

Beweis: Spalten von A sind Bilder der Standardbasis, also gilt

det(A) = po(Faler),..., Fa(en))
= det (Fa).

Bemerkungen:
i) Es folgt damit auch, dass det(F o G) = det(F) - det(G).

ii) Es gilt auch, dass det(F) = det(M(A, F, A)), falls A eine Basis von V ist, denn die Determinante ist

unter dem Basiswechsel invariant.
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7. Lineare Algebra II - Vorschau

Anmerkung: Ab dem 05.02.2018 wird die Vorlesung von Prof. Dr. Martin-Pizarro gehalten. Inhaltlich soll da-
bei eine Vorschau der Veranstaltung Lineare Algebra II, die im Sommersemester ’18 stattfinden soll, gegeben

werden. Aufgrund des Dozentenwechsels kénnen u.U. Konflikte mit der bisher tblichen Notation auftreten.

Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K, F' : V' — V eine lineare Abbildung, B = (v1,...,v,)

eine Basis von V. Stelle nun F' beziiglich der Basis B dar:

F(vj) = aiv; 1<j<n
Die zugehorige Matrix ist dann
ar Qin
A= :
an1 - -- Ann

Definiere nun det(F) = det(A).
Bemerkung: det(F') hingt nicht von der Basis ab: Gegeben B’ eine andere Basis von V. Sei C' die Ba-
siswechselmatrix von B’ nach B. Die Darstellungsmatrix von F beziiglich der Basis B’ ist C' - A - C. Es
gilt:

det(C"- A-C) = det(C") - det(A) - det(C) = det(C) ! det(A) det(C) = det(A)

Definition

Seien V ein K-Vektorraum, U, W Untervektorrdume beziiglich V. V ist die direkte Summe von U und W:
V=U@W,falls V=U+W =span(UU W) und U N W = {0}.
Aquivalent dazu: Falls jeder Vektor v aus V sich eindeutig schreiben lisst als v = u+w (mit u € U,w € W).

Allgemeiner: Gegeben eine Familie {U; };c; von Untervektorrdumen, ist

V=@DU, falls
el

1. V= Zz’el U; = span (Uiel Ui)
2. Viel:Uin (Zje] Uj) = {0}. o

" w
Aquivalent dazu: Falls jeder Vektor v € V sich eindeutig schreiben lisst als v =), 1, Wi mit Iy C 1.

Beweis:

, = “ Esist klar, dass jeder Vektor aus V sich als Linearkombination der Vektoren der Familie {u; };ecr

schreiben ldsst. Angenommen: v = >, p u; = >, 7}, lo,Io C I. 0BdA konnen wir annehmen,
o To— Toe TT. oy — /
dass Iy = Ip: U; ZieIg U =v = Zjelo vl

Sei i € I, so folgt:

m : N——
j€lo

Uz j#i eU;
————

Die Formulierung ist somit eindeutig.

, <= “ 1. Ist klar, da jedem Vektor v € V im von der Familie {u;};c; erzeugten Vektorraum liegt.
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2. SeivelUN) jeU; = 3y Cl:v=> jer,v;. Es gilt:
i#] m i 7J

i#]

Ui
U:v—l—ZO

m M

Us #iUj
:0+Zuj = v=0

m

Ui jJ‘E?fI?Uj

O

Bemerkung: Falls V =
besteht.

sc1 Ui, dann besitzt V' eine Basis, welche aus der Vereinigung der Basen B; von U;

Beweis: Es ist klar, dass die Menge | J,.; B; ein Erzeugendensystem fiir V' ist.

iel
Mot oA 4. =0 mit By = (vi,...,0))
YjerUj >+
i#]

)\Zlvi +...+ )\:L’U;L € Zjej U;
i#]
N Aol 4.+ ALl =0
v; lin. 4 )\1

unabh. Lo

=0

Definition — EIGENWERTE, EIGENVEKTOREN

Sei V' ein K-Vektorraum, F' : V — V eine lineare Abbildung. Ein nicht-trivialer Vektor v € V ist ein
EIGENVEKTOR fiir F, falls es ein A € K gibt, mit F(v) = Av. Ein Element A\ aus K ist ein EIGENWERT
von F, falls es einen nicht-trivialen Vektor v € V gibt mit F(v) = Av.
Beispiele:

1. Jedes nicht-triviale Element von ker(F’) ist Eigenvektor zum Eigenwert 0.

2. Sei F:R? — R? (z,y) — (—y, z). Die Darstellung als Matrix lautet dann

0 -1
1 0

Frage: Hat F' Eigenwerte? Es soll gelten: (—y,x) = F(z,y) = Mx,y)

= —y=A\x )
T =A\y (I1)

M- (1) = —yzr = Noy = N =-1 = A¢R
#0

Bemerkung: Falls v ein Eigenvektor der linearen Abbildung F' ist, dann ist der entsprechende Eigenwert

eindeutig bestimmt.
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Beweis: Seien A\, pu € K, sodass v = F(v) =Av = A—pjv=0 = p= A\ O

Definition — EIGENRAUM

Sei V' ein K-Vektorraum, F' : V — V eine lineare Abbildung, A € K. Der EIGENRAUM von F' beziiglich A
ist dann
VN ={veV:F(v) =}

Bemerkung: V(A) ist ein Untervektorraum beziiglich V.
v1,v2 € V(A), p1, e € K. Zu zeigen: pivy + pove € V(A).

lin.
F(p1v1 + piovz) Fa p1F(v1) + poF(v2) = A pav1 + Aapiovo

Definition

Eigenvektoren, -werte und -rdume einer quadratischen Matrix werden durch die entsprechenden Begriffe
der linearen Abbildung definiert.

Bemerkung: Sei V ein K-Vektorraum, F': V — V ein Endomorphismus, A1, ..., A, verschiedene Eigenwerte

von F'.

— Vo (S ven ) = )

J#i
Beweis: Induktion iiber n:

n=2: A\ #XveV(A)NV(\y) = v =0, da v Eigenvektor zu mehreren verschiedenen Eigenwerten ist

n>3veV\)n <Z}L_1 V(/\j))

J#i

n
E /\in
Jj=1

zn:()\J — )\i)vj =0

Jj=1
i i
Sei jo # i fest.
- AiN;
V(Ajo) 3 v = ) Y
i—1 Jo 1
Jj=1 ¢
7 V(A5)
X V)
J#Jo
J#i
Aus der Induktion folgt v; =0,j =1i,v = 0. O
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Definition — DIAGONALISIERBARKEIT

Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und A eine n x n-Matrix und F' die entsprechende lineare Abbildung.

A ist DIAGONALISIERBAR, wenn
v= & vW.

A Eigenwert
von F'

Bemerkung:

A ist diagonalisierbar
—
V besitzt eine Basis von Eigenvektoren
<~

In einer Basis B von V hat A die Form

A

Beweis:
= : Sei B = (v1,...,v,) eine Basis von Eigenvektoren.

A(v1) A(ve) ... A(vy)

A1 0 ... 0
A(Ui) = )\ﬂ)i = A= 0 /\2

: .0

0 0 M

<= Sei B eine Basis von V, sodass A beziiglich B in Diagonalform ist: — A(v;))A\v; = wv; ist ein

Eigenvektor.

Korollar

A € M, xn(K) ist diagonalisierbar, falls es eine invertierbare Matrix C' gibt, sodass C~! - A - C' in Diago-
nalform ist.

Satz
A€M, xn(K), A € K. Folgende Aussagen sind dquivalent:
1. X ist ein Eigenwert von A

2. det(\-E, — A) =0

Beweis:
1 = 2: Es gibt einen Eigenvektor zu A\: A(v) = v, (AE,, —A)-v =0 = det(A\E,, — A) =0

2 = 1: det(AE,, — A) = 0 = A ist nicht regulir = Rg(A\E,, — 4A) <n = ker(AE, — A) muss
positive Dimension haben. Sei v € ker(AE,, — A) nicht-trivialer Vektor = Av = A(v)
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Definition

Sei A € M,,«n(K). Das charakteristische Polynom der Matrix A ist x4(T) = det(T - E,, — A). T ist ein
Polynom, d.h. ein Ausdruck der Form Y | a;T", oy, ist der Leitkoeffizient.
m

K
T— ai,1 —ai,2 ce —Q1,n
—az1 T —azp

xa(T) = det

—ap—1,n

—Qn 1 o —Uppn—1 1 —annp

(—1)%82 ) by 1 bayn

3
m
w

n

B Polynom T eines
(T - a’“) + Grades < n — 2

|

i=1

Jede Permutation, welche nicht die Identitét ist, muss zunéchst zwei Eintrdge ¢ und j nicht fixieren:
n(i) # i, w(j) # j. Sei 7 eine Permutation derart, dass 7(i) = ¢ V1 < i < n,i # jo. Zu zeigen:
7(jo) = jo =  Identitét. Sind 7(jo) =i # j = 7|j|:jo.

(i)

Insbesondere hat x4 (T) Grad n und es ist ist monisch normiert (Leitkoeffizient 1):
XA(T)=T" 4+ c, 1T 4.+ ¢
co =xa(0) = (=1)"det(A)  cp1=7=- a;
i=1

Tr(A): Spur jj_’
der Matrix A

Aufgabe: A, B sind n x n-Matrizen, Tr(A - B) = Tr(B - A).

Beweis: A = (a;;), B = (bij),A-B = (a4j), B-A = (Bij). aij = > p_q @irbrj, iz = >y ik,
Bij = D1 biau;.

TI‘(A . B) = i: Qg
i=1

=3 airbi

i=1 k=1

n n
=22 aubu
k=1 i=1
——
Brk
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Korollar

Sei B eine invertierbare Matrix. Dann ist Tr(A) = Tr(B~!- A B).

Bemerkung: Ist C eine invertierbare Matrix und A’ = C~1- A-C = xa(T) = xa(T).

Beweis:

xa(T) = det(\E,, — A")
=det(\E,-C™'.C-C'-A.0)
=det(C™'-\E,-C—-C'-A.0)
=det(C™'- (\E, — A)-C)

(C7Y) - det(AE,, — A) - det(C)
N

xa(T)

= det

Korollar /Definition

Gegeben ein Endomorphismus F : V. — V, dim(V) = n, ist das charakteristische Polynom von F' das
charakteristische Polynom einer Matrixdarstellung von F' beziiglich einer Basis von V.

Korollar

A € K ist ein Eigenwert von F' <= yg(\) = 0. X ist eine Nullstelle vom charakteristischen Polynom von F'.
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